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■ ANIVAU 

91 SGIEHSS 

UTEUTIdlEFGSICII 



SUL DlSCRliriNiNTE DELLE PVNZIOHI OHOOEHBE 

^ DUE IXDE.X^IitllAXE 

E SDLL'equAZIOHE ai quadrati delle DIFFEI\EnU 

5fOTA 
BEL SIC. PR^V. rMANC^GO BKI98CBI 

Sia 1/ 

F(«,y).==a^-»-«a,s'-'y-i- ...-+- p, y" ... . 
nna runzione omogenea a due indelerminate, ed x,, x^, ... 
Xn h n radici dell'equazione ^{x, 1) = 0. Sia f una .fuiw 
rione qualunque delle radici a;, , j:, , . . . si avrà : 

da;^ da, ix, ' ' ' da» dx, 
e : 

^^, dar, da, ^, dar, da„ ^ , d*. 

Ha ponendo : 

^- i:2:.:m — *P'=^^ 

ri ha come è noto : 

quindi soMJtwnde si olterrii i 



-2- '-: C..< ^^-CrX n ,j,i,z.. bv C jOO(^ Ic 



1 d, 

*/,Bl 

pn Oaa 



(8) 

.^^, 'dar, p, ''' d»! /), " da^ 

Della quale : 

h.r ^ Pr-i «r-l */ -+" /"r-a «r-a */*l -*-••■ -*" fo*»» »<-4.r-l ■ 
ed: 

s„ = aj"*, -+- x^, -4- . . . -i- a^n • 
Supponiamo ora che tp sia il discriminante della funzione 
F, cioè sia ; 



' {x, — XjYìx, — 0:3)' . . . (Xa-i — Xn)' 



si ha facilmente : 



dy _ V"{x^) 
dXr~'^r(x,) 



Zj, d3T, * Z/. ' r{x,) 

La quantità che moltiplica fi nel secondo membro di que- 
sta equazione viene espressa in funzione dei coefficienti 
a, , a, . . . , applicando a questo caso una formola da me 
pubblicata nel giornale del Sig. Creile (*). Avremo cosi : 








?o "0 Po "" 



ji.j(i(_, pi-^ai-,, pi-ì^i-ì :.. p«a, 
Jz-iOi-i Pi-i«i-i Pl-iO-l-a •■'■ Pitiì 



nella quale : 



y, = (» — r -^- l)(n — r)j>^ 
('} Sur dfus formule* relatives k la tfaéorìe etc. VoL 50. 
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(7) 
Quindi indicando con ài il detennininte del secondo mem- 
bro deirequazìoDe superiore si otterrà che il discriminante 
fi deve soddisfare all'equazioni : 

(1) Lu„/JLj-t,JJ.^...^ l-*„^=(-i)'4^,. 

Pi da, pt da, p^ da^ a <> 

Se ini quésta equazione facciamo t s= 0, 1 , 2 osservindo 

essere : 

A, =£ , A, = «(fi — l)a, , Aa = 2t»(n — t)o.o, 
Si avranno le : 



-1)9 



•4. 


-t-2o 


da. 


--.&= 


= «, 


«■1 


-^2o 


df 


■—'t- 


= n(«-l 


-(»- 


-1)« 


-)^-(»" 


.«.-("-^K-ldi- 




-^ 


-^£;= 


= 2»(»-l)a,9. 





A queste tre equazioni, pel ctfso del discriminante, si pos- 
sono ridurre quelle date dal Sig. Cajley come caratteri- 
stiche di an invariante della funzione F. 
Pei valore di ftj„ si hanno facilmente le equazioni : 

P<i O/l *„,r ■*■ Pn-I «n-l *l^ "^ ' • • -^ f .lo *«,r » 

Pn a„ k,„-¥-p^, «rt-i K.r-*' ■ • ' •■*-puO„ t„^,„^0 ec. 
per cui eridenlemente la equazione (1) non fornisce che n 
equazioni indipendenti fra foro, le quali si ottengono po- 
nendo nella medesima t =:0 , f , 2 ... n — L 
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(.8) 
%' -Osaervi^w che UMi i «aef^ienti «delftiqtunose «i 
.quadrati delle dÀffereuze «oddisfeno a due .e^ufwÌMii mia- 
loghe alle prime due delle (2). Inlatti ia<ticfaÌMDo eoa : 

ic" -+- c,«"-' -^ c^x^^ ^ . . . ^_ c„ =0, {m= -^1^1') 

la e^Mazì^ne ai quadrali delle differeiiwe delk ¥{x, i^=&ì 
e con S, la somma delle potenze erresime delle niià Ai 
quella equazione. Si ottengono facilmente le : 






2rS, 



e da queste le : 

per cui un coe^ciente e^ qnalnnqpLe .soddisferà alle due 
equazioni : 

•'d^-"^^^-----""'^'d-^=^ 
(3) 

de, de, de, 

o, ■; 1- aoj -p- -*- -4- no„ j — = 2rc,. 

da, dai dt'/i 

La seconda di queste equazioni mostra che ciascuno dei 
coefficienti e, , c^ . . .. . è una funzione omogen,ea ^n indici 
dei coefficienti a^ , a, . . . ^ e quindi la forma di essi sarà 
determinata allorquando ne sia conosciuto iliade. Ora ve- 
desi facilmente che e, , e^ . . . Cn-t saranno rispetjiva^ente 
dei gradi 2, 4, 6, . . . 2(n— 1), e che c„ , c„+, . • . c„ sa- 
ranno lutti del grado 2(a — ^1). Da ciò risulta che fra quei 
coefficienti nc^ .tì è che l'ultimo il fuaje g»d4 della ^fifo- 
prietà di essere invariante della f{x, y). Infa^l^ è noto phe 
una proprietà caratteristica di un invariante è (Jbe essen- 
done p il gradv , sia il m^de^mo omoge^o )a indice del 
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(9) 

Ora se considerasi Da coefEciepte e^^ , si ha p = 2(n — t), 
q = 2(^^ — t) , e quiodi l' esazione superiore richiede sia 
n ^ 2 ; e se si considera un coefficiente Cn^ si ha : 

p-2(«-l),, = 2{«^0i 
quiwii 

«(.-3) «(«-!). 

. ^-, ed „^. = _^_, 

Tale a dire l'equazione superiore non sarà soddisfatta che 
pel cpe^ìciente Cm • 

Conoscendosi la forma di un coefficiente qualunque e, la 
prima dell'equazioni (3) servirà a determinare in parte i coef- 
ficienti numerici di essa forma. A questo scopo alla mede- 
sima (3) possiamo ag^angerne molte altre facendo uso del 
metodo per la calcolazione delle funzioni simmetriche, pubr 
blicato in questi Annali -nei fascicoli di Agosto —> Novem- 
bre 1854^ metodo che in questo caso particolare si rende 
di ;ana semplicissima applicazione come ora mostreremo. 
Bammentiamo TegnazioDe fondamentale della nota citata: 

Pr "««r pr+X do^, p„ 

ed osserrianjo che potendosi supporre : 

dc^_dc, dS, de, dSj 

Asr~ dS. d^ "^ ^ dà^ "*" ■ ' 
si ha: 

de, _ dS, i dS, 



ic, ie 


de, 
*dS„ 


dS„ 

d'r 


1 

1 


dS 
" d,. 
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(10) 
per la quale, quella equazione si trasforma nella seguente: 

Po ^^t P' •'"' P"-'- ^'^' 

pr " àOr Pr^i ' dffl^, pn ' da„ 



(4) 



='{' 



dS, _1 dS, i^ dS,\ 

' d«^"^ 2 *'" ds^ "^ • " "^ .' d$rl 



I valori di -r—' . T- .... si trovano facilmente mediante 

iSr ds, 

la nota formola che dà le somme delle potenze delle radici 
dell'equazicme ai quadrati delle differenze in fonzione delle 
somme delle potenze delle radici della proposta; quindi il 
secondo membro di quest'ultima equazione si potrà consi- 
derare come una funzione conosciuta di a, , a^ . . . ; e 
la equazione medesima servirà alla delenninazione dei coef- 
fidenti numerici. Ponendo p. e. nella (4) r = 1 si ha la ; 
1 de, 2 de, n — 1 de, de^ 

n da, n — 1 dai 2 da^-, aan 

(5) 

= — 2{C,., I, -(- C,_j »3 -t- . . . -*- tf, »,M -*- «,,_,) 

dalla quale e dalla prima delle (3) si ponno ottenere or- 
dinatamente i coeAìcienti numerici delle e, , e Però 

nei casi particolari converrà sciegliere per r i valori r , 
R — 1 ec. giacché questi rendono più breve la calcolazione 
dei secondi membri. 

3.* Gol metodo esposto superiormente vennero calcolati 
alcuni termini dell' equazione ai quadrati delle differenze 
della F(x, 1) = 0. 

Ricerca del valore di e, . Si ha : 

ei = Aa', -t- Bd^a, . 
La prima delle (3) dà : 

A-.-B = C 
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(li) 



e 1. (5) : 




qDindi : 


n n— 1 o'o 



Bicerca del raiore di e, . Si ha : 

e j = Aa4, H- Bfle a', dj -+- Ca\ a,Oj -+- Da'„ o% -t-Eah 04. 

Dalla prima delle (3) si ottiene : 

2A-+-B = 0, 2B-4-4D-^-3C=0, C-4-4E = 
e la (5) dà : 

2.1 1 

2 4 3 1 

« n- 

per le qoali : 

2.o4, 
«-3 



[n'{«„«i — o'.f 



«—a j , , -t 

-^ a r(o,04 ~ 4o,a3 -f- 3o%) i . 



Analogamente si ottengono i valori di cj , C4 . . . ; ed in- 
dicando con I,,, l'inyariante £ grado r d'una funzione omo- 
genea a due indeterminate di grada g"'; ossia ponendo : 

Ii,s s= «oOi — a'i ) la.s »■ *i„Oj — 4«|0j -•- 3a% , 
13,4 = <'D'»a«4 -*- 2a,(ij(ij — a„«'3 — «', «4 — a', ec. 
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i hanno le : 



. »"(»- 1) , 






'«-2) r . « »— 3 . . 1 



2. 3. < 
-(«"— 5ti-(-8)o% I,,, Ji,4 



«4 = 



2(«-3) ' 

„-(„-l)(„_2)(n-3)(.-4) r^,^ 

4. a", L '■' 

, »> — 8«'-i-25«— 30 . „ , 

(» — 3)(» — 4) 

. 7»' — M»-.-57 , , , 

— 2»' -; „., 1, ». I... Ij.4 

(» — 3)(» — 4) 

1 , »> — 7«" -1-3» -1-15 , ,, 



12 « — 4 

^ i »"(«■— 7n-i-26)o< I... I„6 - A«(3»— 7)a5. X 
15 li 

nella quale la X è la seguente forma del twzo grado :' 

X sSiOa Oa <»6 ■-^- 3**! "a "5 — *l '^ì "4 — ^a^ 03 O5 

4-'' Aggiungiamo una osservazione che può tornar utile 
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-^r- 





(IS) 

neirapplicazione del metodo socitato alla calc6h!3àbnc<d«Ub 
fanzìonì simmetriche. Ponendo per brevità p^Or^etr si 
ba* indicando con tfi una funzione qualsiasi, la relazione : 
A^ d^ _ 

dot, d»,. 

t renne tr«Ta(a. qoesla foi<-> 

de 
molb f comprtAdesi facilmente che per j^ devesi intende- 
re fti derivata totale dì ^ rispetto ad «,. ; cioè siccome for- 
mando il valore di ift colle somme delle potenze, potrebbe 
qnesto valore contenere >n^, , s„^i .... mentre nella ri- 
cerca dell^ equazione superiore si è suf^osto ^ funzione 
delle Mie «i , •, . ^ ■ ^n ; si dovr& npl valore medesiiùo so- 
Btituire per s^^., , s»^.. . . i loro valori formati colle i, , 
*a . . . *n , e quindi formami la derivata totale rispetto ad 
»r ■ Questa sostituzione, la quale renderebbe il metodo pro- 
lisse, si può- ovviare osservando che per la medesima ' ri- 
sulterebbe : 

ilf \dtr' d»a^ d<r An+/ ds^ ' 

essendo Ìt—) la deriVaCa parziale di ijf rispetto ad «, ^^ 

$^+f la somma delle i>adicì di fndiiie nlaggiot^ fra quelle 
che compongono il valore di tp; e quindi eflettivamente ab- 

bisoffnaDo sollanto È valori di — ^^ , - .""*' — .... S9V- 
ds, d«, 

mati coi coefficienti fti , a, , • ■ ■ Ora : 

din.*./ , ... vv n-t-i-i dx, 

ma : 
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(14) 



quindi posto : 






ih^ n^ ^ X,-' ^,(a;,) 
K r Zj, f'(«,) 


essendo w = « -*- i — »-. Quindi : 




". «. « 




«■ «. « 



(6) ^=(_i).!!:ti JL 



.... 
.... 



a«-^, a»., .... 

«a-i «»,-i ...■ a< 
a« ««.I .... Al 



nella quale devesì porre «n*, ^ a^^a = . . . . ^ 0. Po- 
nendo : 

a, «„ .... 



«3 «I 



Sviluppando il determinante della (6) si ottiene la espres- 
sione più semplice : 

d'r r L «0 ° a'o > ■ ■ • ■ 



^(-1)' 



Abbiamo così p. e. 
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(15) 






«i*™*! , ,. «a_ d«o+, _ n-+-l a,., 



per COI 

ili v— V ^^ » -j^^ 2 

din-M ii-«-2r ou ««-1 n 

— T =» ^-n— I 1 5— «I I ' 

d», s 2 L «o «% J 

le qaalì si ponno verificare direttamente. 
Ottobre 1855. 



SULLE FltH^IOHI OIOGENSE DI TERZO CRADO 
A DUE mOETERMlNATE. 

NOTA 
DEL Sl«. PBOV. VBAarCESCO BRIOSCHl 

Considero la forma cubica ; 

^Xy y) ^ o^ «' -+- Za, x'y -t- Sa, xy* -+■ ajy"* . 
Indico con f it discriminante di essa 3 cioè : 
f) = 3a'i o*, — 4o, a*j — 4a*i 03 -^ Ba^ aj Oj 03 — a'^ a'3 
e posto 

_ — i. ^ 3a=JL^_3 — A^ _l*'y 
*^~2 da/ ' 2 da.' ' "" 2 da,' "'" 2" d^ 

formo il covariante di terzo grado della f{x, y) ossia : 

F{x, y) = c(,x^-*- Sffi x'y ■+- Sa, «y' -*- «a y' ■ 

Fra il discriminante f della forma y ed il discriminante 
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(») 

^ della F ha luogo la noia relazione dell'Eisenstein ; 

esstf però bob è che coQse^enza deHe tre relazioni se^- 
guetafì ; 

a', — a,aa = ?{«'i — a^a,) * 

(1) e^etì — a,ot, = 9(0,03 — 0^*3) , 

a", — «,«3 == p(a"a — 0,03) ; 

dalla considerazione delle quali si deducono alcune pro- 
prietà che Teniamo ad esporta iil questa ìiotìi. 

Sieoo X, , x, f Xì le radici della equazione yi[a;, i)=:0 ,. 
ed y, } yi , j/ì quelle della F{Xf 1) =0. Pongansi per bre- 
Tità le seguenti denominazioni : 

A, = o", — a„ Oj » A, = Ooaj — a,fl, , A3 =a', — a,(ij 
A' = «', -1^ «;, «, , A"^«i«3 — o:,a'a,: ^"ss:«'a — a,aj 
e le : 

ì, = (a,— 3:3)' , ij,= (a^r-a;!)' , I3 = {xi'~x,f , 

Mi ^«3 — X3)'xt , m,=(a:3— a:i)'a!a , m^ =(a!, — «i)'a:3 , 
n, ={a!, — a!3)*j:*i , n^ ^ («3 — X|)*ie*a , ns=(*i — a'sì'^'a 
assumendo le lettere X, fi, v coi rispettivi accenti per - in- 
dicare le artaloghtì qtìiaWità^ fonnatè' coli*- y, , JaS yi' ■ In- 
comincio dal considerare il' grappo- di- etfàatiom : 

X, -.-Xa-*-:i3=^A' 
(2) M3-^-^i3-^UJ=~A^ , x,^,-*-X3A,-h-Xa>3=^A' 

e dal formare mediante queste le- due : 
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(17) 
hy -t- Sb^x' -i- 3Kx -4-43 =0 
/S,** -f- 3^,s* -+- 3jS.a! -4- jSa = 

di cui le radici aieno le l, th thi^^t > K i h ■ Indican- 
do con B, , B] , B3 i binonij : 

A"i — i,fi, , J.Ì3 — fi.ia , b\ — A>3 

e con B', B", B'" gli Koalogiii binomj formati colle jS, , j3,... 
si ottengono le : 

Q 07 

B.= 4-A', , B, = =r {6A^ - a» y 

B3=^A,{9A', -2«» 



6'"= ^ A'(9A'*— 2«» 



e quindi 



27 
4B,B3 — B% = — 1^ (4A3, *- «»„p)p , 



27 
4B'B"' — B'" = — - (4A'3 - «^„^)^ j 

ed osservando essere' .- 

4A3, — a\<p = «\ , 4A'3 _ c^j^ = a\<i4 
si liaontf per le (1]^ le due rerazi6ni ^ 
o4.p" B, =«VB' 

a." f6(4B, B3 — B":.) = «„'» (483'" — B'") 
Dalle quali si deducono le : 

Annali di Stimzt Mat. e FU. T. VII, ehrmajo 185& 2 
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( 18) 
a*, 9'{h - h)' ^ a*„{>, - h)' , 

«*„ f{i. — h)' « »Kl>* - KT ■ 
Considero in secondo luogo il gruppo di equazioni : 

9 9 

OTi -t- m, -1- «3 = — - A, , /ti -^ w, -+- W3 = V- A" 
« d (-(-ir- ^j^ 

27 
m, Mtj -j- ma m, -t- m, i»3 =s — (A', >— A1A3) , 

27 
f*. /ia -H ^3 fi, -+- /t, ^3 = — (A"' — A'A"') , 

27 27 

mi iMj mj = ^ «jp , fi, ftj fij = ~cc ij, . 

Gol mezzo di queste formo le due equazioni : 

Cj, x^ -4~ 3c, x' -t- 3cj «-»-*( = , 

7o^ -^- 37, a" -t- S/j a: -»- ^3 = 

di cai le radici sono 

m, , m, , «t3j fti , /*, , fi3, 
e fatto : 

C, = e", — c^c^ , C :^ 7*1 — y^y* ec. 

si ottengono te : 

27' 
4C,Cj-C", = — ^(A\A."a — 2o,o,A,A.Aj — o",o",f )r 



WC"'-C'"= ^(A"A"'--2«.«^A'A"A"' -«'.«>» 
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(*8) 

le quali per le (1) e per la : 

danno le : 

a*, j' G, «- i(»a C , 

e quindi 

"'.f'K — «!)' =«'iVi — («)■ . 

(5) «<.p>j — m,)' = «'.(C3 — (Hi)", 
«lyi™. — »•)" =a*.-(n, — (1.)'. 
Considerando da «Itiuo tfe é^uAzisni : 

»i -1- », -t- ns = -ji A, , i.. -i-iij-tJ%i»_. A™ 

/CI ... 81 .„ «1 

(b) n,«,-t-n jB,-f^n,rfi s^s^A*, , 14it.^Vi it.-t-Viìh = —A'" 

27 , 27 

»■"■"'- ir »>f' >'.S*i = ^«* 

e formando le èi^uazioM : 

d.»' -•- 3d.»' -*■ 3iji -t- d] = 
J.i' -1- 3J,»" -4- 3S^ -i- 9, =: Ò 

aventi per radiai n, , H, , nj ; y, ,»,,#,} fótlo 
D, = d", _ d,d. , D' = }', _ JA «e. 

omrvando im (1) ed a(la : 

4A'3 — «% = a*3y 
si hainto tè : 

al, J'D, = o!(.B' 
«." miD;D, — B".) == «."(4D'D" — D"») 
per le quali : 
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(20) 
a*, f'{n, — Hi)' = «*,(v, ~ Bj)', 
{7) «4, 9'(nj — «,)• = «4,{»j — V,)' , 

«*o <p'(n, — n,)' = «4,(1^ — Vx)' ■ 
Le equazioni (3), (5), (7) j avendo riguardo ai grappi (2), 
{4), (6) danno orìgine alle : 

«% f m. = ^ (— fi. -^ 2fi,-i- 2ftj) » 



,pfla = -^(2v, — V,-^2v3), 



*•'„ ? «3 = "5^ {2». -t- 2% ~ Vi) . 

Per mezzo di queste relazioni dimostrasi facilmente an teo- 
rema enunciato recentemente dal Sàg. Hermite nel Quar> 
terly Journalj cioè che le due forme quadratiche : 

-*~ n{x, — Xj)'{x — a;jy)"] 
G = a\ [X {y, — y^)^x — y.yY ->- ^(yj - y,)>— y, y)' 

-^ v(y> — yi)'(a^ — yay)'] 
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nelle quali 


l, m, n ; \, /*, v sono costanti arbitrarie 


8" 


dono della 


singolare proprietà di essere : 




sssutDeDdo 


fl,= -m^ — (l-H-i»-H«) 





y= — n -.- — (I -+- m -1- n). 
Ottobre 1855. 

M É M O I R E 

SUK LE HOUVEHERT DE LA TERRE AUrOUR DE SON CENTRE 
DE GRAVITE. 

PAR LE F. m. mLLIEM 8. Jl. 



La fhéorie du monvement de la Terre autour de son cen- 
Ire de gravite a été cousidérée jusqu' lei cornine un des 
points tes plus difficiles de la mécanìque celeste. Derniè- 
rement M. Poinsot a montrè comment la méthode des cou- 
ples conduit, par une voie simple et lumineuse, à des for- 
mules qui représentent le mouTement de l'axe terrestre 
d'une manière approchée, quant à ses traits les plus appa- 
rents; mais l'analyse difficile de Laplace est restie la voie 
la plns simple pour arriver aux formules qui représentenl 
le phénoméne dans tous les délails que t'observation peut 
saisir. 

Le prohième de la détermination exacte du mouvement 
de la Terre autour de son centro prenant de jonr en jour 
plus d'intéret à mesure que l'astronomie stetlaire se deve- 
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lon>^> U ™*4 Pii"^ °^^ ^^ (^hprcherune solulìpq plus sinir 
pie qne celles qui opt óté floon^^s jnsqii' ici. t-i miihado 
des conples m'a foarni c^tte solatioa : sans avoir reconrs 
à d'adire tbéorème qne celni de la compositiop de» cou^ 
ples sniTant la loi da parallélogramme, j' arrive , par des 
calculs très simples , non sealement aux formules de La- 
place, mais aussi aux formules plus complètes données par 
Bessel, dont Ica astroiiomes se servent actoellement dans les 
recberches qui exigent la plus grande précision. 



}e reprendg la queslion dès le principe. 

Dans le calcili du moovement de la Tcrc autour de son 
centre de gravite, oi^ f6u\ $^ns ei:rei)r appréciable, consi- 
dérer les nasses dii Solevi et d^ la Lune covarne réunies à 
leurs centres de gravite r«sp^(:tifs. On est donc conduit à 
calculer les moments de 1' attracdon exercée sur la Terre 
par nn point ma^riel fort èloigné, aulo^r des axes prin- 
cipaux d' inertie qui se coapent an centre de gravite du 
corps attlré. 

Pans tt»i|te U suite des calculs noqs regarderons comme 
positiyes les rolations qui s'efTectuent de drolte à gauche, 
suivqnt l'uS^gÈ des astroaopies; nous ^(efidroos cette con- 
ventloi^ aa]( uoiQeots des fqrces et aux inoments des cQU- 
plcs. Nous ne ferons d'ahord aucune hj:pptl(èse sur 1^ coa- 
stitutìon de la T^rre. 



Soient (Fig. 1.) 

Fiift, 



OX, OY, OZ trqis axes cpor- 
dQBoés, 4i>^^^* suivant les ax^ 
principaux d'i^^tie de la Terre 
relatifs au centre de gravità j 

aF',tf',s' {es ^oordonnées d'une 
molécuie de la Terre; 

im' la masse de cctte molé- 
cule: 
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a, y, z les coordonnées in point 4tUraat,l«^iiet est-trèa 
éloigaé de l'origine; 

r là disUnce de ce paini an eentre de giavUé da la 
Terre; 

r' ta distance du méme point à la aolécule dm' ; 

m le produit de U masse du mènae poiat par la coa- 
stante qui Diesare l'attraction de l'anité de masse sur Ta- 
llite de masse i l'anité de distance; 

X, Y, Z les composantes de l' attraction exercée par le 
poÌBt aur la Terre, dirigées saivant les axos OX, 0¥, OZ; 

L, M, N les momeuts de cotte attraction aatoar des axes 
OX, OY, OZ. 

Koas avops d'abord 

^ = 'nf^dm', Y=.mf^dm\ 

Z fw mI— -^ dm' , 
■J r ■* 

Ì«a ÌB(6gr«tea l'Mcndaat k toutes Iw molècules de la Terre. 
Il sVtwuìt 

L =5s Zy — Y* w> «J-pj *«' ^ *^1ljpr^' '• 

M = Xx ~ Zx = mx I —r dm' — mz { — - dm\ 
J 7-3 J/> 

IV = Yr — Xy ■"■myl -^ dm' — nix ì ^dm' . 
Or 

i-ifi- (2 ^ ^ ~.2t c 2 i ^ ~ j - ^^ - '^)r 

r'i^L ^rr r r r r r* r' r f j> 
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si Dous développODS la pnissance fractionnaire par la for- 
mnle du binftme, et qne nons négligions dans ce développe- 
ment les termes qui contìennent Ics secondes puissances des 

rapporta très-petits —,>-,—, vis-à-vìs des rapporta — , —, 
— , qai sont comparables à l'a^iité, il reste 
-1- = — (l -t- 3 ^.^-HZ^É^—] 



SnbEtitnant cette valeur dans les expressions des moments 
ìj, M, N, et uommant A* B, G )es mOTnen(s d'inertie prin- 
cipaux de la Terre aatoar des axes OX, OY, OZ, il vient 

, 3m{C— B) „ 3m(A-C) 3m(B— A) 



Aclneilement ayons égard à ce qne F obserTation et la 
théorie dous apprennent sur la constitntion de la Terre. 

Le centre de gravite de la Terre élant suppose fixe , le 
mouTement dn globe est ane rotation autonr d'un axe qui 
paralt absolument fixe dans ce corps, bien qu'ìl se déplaoe 
d'une manière sensìble dans l'espace. De pins, la forme de 
la Terre diffère peu de la forme sphérique; et rien ne porte 
à croire qne les éléments de masse situés à une méme di- 
stance du centre aient d^s densités fort ìnégales. Mous pon^ 
TODS doDC adm^ttre que les dilférences eotre les moments 
d'inertie principaux, et, par suite, les moments L , M, N 
sont peu cpnsidérables vis-a-vis de la masse de la Terre. Or, 
si l'axe de rotation d« la Terre était réellement fixe dans 
ce corps, et les moments L, M, ti tout'-à-fait nuls , l' axe 
de rotation serait un axe principal d'inertie, selon la prò- 
prièté caractéristique dont jouissent les axes principaux 
d'inertie d'étre axes permanents de rotation. D'aprèa cela, 
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Doos poQTons suppoaer, sans qu'il en rèsulte une errear 
sensible, que la rotatioo de la Terre s'effectne antour d'un 
axe prineìpal d'inertie. • 

La figure de la Terre est celle d'on solide de révolutioo 
autour de son axe de rotation, et tout porte à croi;:e que 
les deus axes principaax d'inertie relatifs an centre de 
grarité, qni sont sitnés dans le pian de l'équatear, ont dea 
moments égaux. Nons prendrons l'équateurpour pian XOY, 
et no US poserons 

B=rA. 

L'aplatissement de la Terre vers les pòles oous conduit a 
supposer eacore 




, 3m(C-A) 
L= -_3 yz 



Dorénavant nous prendrons l'axe OX constamment dirìge 
vers l'èquinoxe de printemps, et l'axe OY dirìge da c6té 
da aolstice d' èté. Ges deax axes ne cesseront pas d' étre 
axes principaax d'inertie de la Terre. 

Noas délemtÌDerons le mouvement par la méthode de la 
composition des couples. Les coaples L et M, en agissant 
pendant l'instant infiniment petit dt , communiquent à la 
Terre deax vitesses de rotalion infiniment petìtes , aatour 
des axes OX et OY. Les quantìtés de mouvement qni nais- 
sent de ces vitesses de rotation ont pour moments, aatour 
des mèmes axes, les próduits Ldt et ÌHdt; car les moments 
des forces effectives sont égaux aux moments des forces 
appliquées. 

Ainsi, les quantìtés de moavement que possedè la Terre 
à la fin de l'instant dt, considérées comme des forces , et 
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trangporléei à l'origine, donuent nai8saitce à troia couplet 
antour dea troia axes OX, OY, OZ. Lea deux premiers cou- 
ples ont leurs momenta égaux à Ldt, ìldt; le troisiéme est 
le coaple des quantités de poavemeot qui animaìeat la 
Terre au commeDcement de l'inslant coneidèri. Si l'on re- 
présente par G le moment de ce dernier couple t et quo 
Con nomme p la TÌtesse de rotatian de la Terre antoQr de 
son axe, od a 

G=pC. 
Ces troia coaples se composent en un seul. Si l'on conTÌent 
de représenter chaque couple par une droite dirigée sni- 
vant l'axe et proportionnelle aa moment, le coaple résul- 
tant dont il s'agit aera représenté , en grandenr et en di- 
rection, par la diagonale du parallèlipipède rectangle cod- 
struit sur les axes OX, OY, OZ avec des longuenrs pro- 
portionnelles à hit, Md^ G. Les deux premières arétes da 
parallèlipipède étant infinìment petites en comparaison de 
la troisième, la diagonale fera un angle infiniment petit avec 
la troisième arète, et, par suite, elle aura m£me longueur. 
D'ailleura la direction de la diagonale sera celle de l'axe 
de revolution du globe terrestre à la fin de l' instant dt , 
puisque nous admettoos que la rolation de la Terre a' ef- 
fectue à chaque inatant aulour de aon axe de figure. Lea 
altractioos du Soleil et de la Lune dévient doac l'axe de 
la Terre , à chaque instant, sans changer la vitesse de ro- 
tation autour de c«t.axe- 

Nous étudierons isolément le d^placement qui serait pro- 
duit par chacun dea couples moteure» ai ce couple afpssait 
seul. La somme algébrique de ces dèplacements sera le de- 
placement résultant de l'action simultanee de tous les cou- 
ples, aux quantitèa près de l'ordre du carré des moments dea 
couples accélérateurs. Mais, avant d'entreprendre cette elu- 
de, il est convenable de raettre les produits Ldll» Hdt aons 
une forme oQuv«lle- 
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IV. 
Soient 

a la distaoce moyenae de la Terre an Soleil } 

e rexcentricité de l'orbite terrestre ; 

n le moyen mouvement de la Terre d«ds son orbile j 

V la longilude géoceatrique du Soleil; 

u la longitude da pèrigée ; 

k le rapport de la masse de la Terre à celle du Soleil. 

La ifaéorie du mouvemeut elliptique, appliquée aa moo- 
vement apparent du Soleil autour du ceotre de la Terre, 
donne les formules 

o{l — e') 
1-1- e cos(i)-;-w) ^ ' ' ' \ I 

Od en tire 



-dt = 



et, par suite, od a 

/ , . 3n(C— A) «a . , „ 

Ces formules s'appliquent à la Lune comme au Soleil, en 
conservant au\ lettres qui j figurent la méme signification 
relativemenl à la Terre. 

V. 

ACTION mi 90ÌEIL. 

Il nous faat substìtuer aux coordonoées rectangnlaires du 
Soleil la dìslance r, la longitude v, et l'obliquité 9 de l'è- 
qnalear XOY sur l'écliptique XOE (Fig. 1.). 
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Les formules de (ransformation soni les suivaotes : 
X =r cos V , y = r cos B sìnv , z ^ r sin S sin v. 
Elles donnent 

t -j- = — sin 9 cos 5(1 — cos 2») , 

<'' ' , 

f XX 1 „ . „ 

1 -=- = — sin e sin 2v. 
\ r a 

1." Couple L. — Composant d'aprés la loi du parallélo- 
gramme le couple Ldt avec le couple G, on oblient un nou* 
Teau couple , doni l' axe OC représente la position que 
prendraìt l'axe terrestre à la fin de l'inslant dt, si le cou- 
ple L agissaìt seni. Ainsi, par l'effet du couple L , 1' axe 
terrestre ou la perpendìculaire à l'éqaateur tourne pendant 
l'instant dt d'un angle infìniment petit du autourdu ra^on 
OY de l'équateur. Ce rajon étant perpendìculaire à V in- 
tersection de l'équateur et de l'écliptique, il s'ensuit que 
la rotation du a pour anìquc effet de déplacer l'interse- 
ction de l'équateur sur l'écliptique , sans changer l' an^e 
des deux plans. 

Soit dip l'angle dont la ligne des équinoxes a retrograde 
en tournant dans le pian de l'écliptique. 

Gel angle est le méme que l'angle décrit par la proje- 
ction de l'axe terrestre sur l'écliptique, car cette projeclion 
est constamment perpendìculaire à la ligne des équinoxes. 
Il s'ensuit qu'on a l'équation 

D'ailleurs, en néglìgeanl les puìssances de du supérien- 
res à la première, le trìangte GOG' ;donne 
Ut 
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par conséquent, 

Ut .. Ldl 

Si l'on snbstitue ìci lee valeurs (1) el (2), en négtìgeant le 
1 
rapport A dont la valeur est au plus --^^ , el qae l'oa 

pose, ponr abréger, 

3 n C— A 

2(1 -e')t (3 G ~ ' 
il vieni 

(i(p := H cos9 (1 — cos 2»)tl -I- e co8(r — S)]dB. 

Soit prise l'origine du temps à l'éqainoxe de printemps 
poàr une année déterminée, et soil ^ l'angle doni la ligne 
des équinoxes a retrograde sur le pian de l'écliptique de^ 
puis l'orìgine du temps. 

Gel angje tp sera fourni par 1* inlégralion de I' équation 
précédente; mais, comme cet angle varie avec une leuleur 
excessìve, on pourra, sans erreur sensible , negliger dans 
ce calcul les Tarialìons de l'ance 9, lesquelles ne s'élèvent 
pas à plus de 10" de pari el d'autre de la valeur moyen- 
ne. On pourra negliger ancore, parmj les termes périodiques 
de llnlégrale, ceux qui contiennenl en facleur l'excenlri- 
cilé e. 

Si dono on remplace l'angle variable 9 par un angle Con- 
stant 9'y doni la Taleui- soit comprise entre les valeurs ex- 
Irémes de l'angle 9, on obtìent 

^ = H cos5'(w — - sin 2w ) , 

on bien , puisqae la longitude v est égale à n( plus des 
termes périodiques qui coniienDent rexcentricilè en facleur^ 

1 ' 

(3) <U = Bn cos O'.t—- E cos fi' sin 2o.. 
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Get angle if mesnre la pricession tolaire dei èijuinoiefs. 
11 se compose d^ deus parties : l'itne crolt proportionnel- 
lement au temps, c'est là précession iolaire moyenne; l'autre 
se reproduit pèriodiquemeBt de six mois éa bix mòis) et, 
par saite, elle eal beaucoup moins sensible. 

3.* CoUpk M. — Qomposailt le coapìé ÌÌdl Avéc te eóii- 
ple G, on oblient un nouveau coupte, doni l'axe OG" re- 
prèsente la position que prendrait l'axe terrestre k la fin 
de l'instant df , si le coHple M agissait seul. On Toit que 
l'effet de ce couple pendant l'instant dt se réduit à faire 
varìer l'obliquité de l'équateur sur l'écliptique, d'uri ilhgle 

GOG" = d^= — — = — H sin G sin 2» ll->-e cos{w— S)](if . 

£a totégi^nt avec le méme dégré d' àpproximation qaé 
daAs te calcbt de l'angle ^ , od trotiVé 



0) 



$z=& -.-- Usine' cosati, 



pòurvii qùe l'oti attrìbue une valeur convehabfe à la con- 
stante &'■ 

La difference 9 — é' mesure la Autation sotaire de l'axe 
teri'estre. Cette nutation a une périodé Semi-annuètie} elle 
est peu sensìbie. 

VI. 
ÉCftÓN A* LA leSS. 

Occupons-nous maintenant de la Lune. Conserrons aux 
lettres qui lìgUMAit dSM les fArnluries précédentes la méme 
significatioD relative à la Terre; mais marquons de l'indi- 
te I cetles f(bl ie rapportent k la Lune, de tnaniére que, 
|>ar exenij^é , A étaitt le riipport de la Aiasse de la Tèrrea 
à celle du Soleil, hi soÌt Is rapport de la masse de la Terre 
à celie de la Lune. 



3vGoO(^lc 



(31) 

En outre, nomtnom i rinclinaisoit &e t'orbile lunaire mr 
l'ècliptique, et X la longìtnde dn nocnd ascendant de la 
Ltine. 

Nous ftvoiis, d*après Ics formules (1), 

^t I Vt t ^i ^tant les coordonnées de la Luhe par rapport 
aux aies OX, OY, OZ. 

Il (lODs faut exprimer ces cordonnées eh tonctioa de la 

loQgìtude de la Lune. Poar cela figarons ( Fig. 2. ) une 

\ . sphère décrite du e«ntre ié fravité de la 

0; U /y Terre comme centra avec nli rajon égal à 

j M / l'unite ; et marquODs sur fiette sph^e la 
/ /l j/ trace m, du rajon vecteur de la Lune, l'é- 

Is^if Ti^.%. qoatcar 1¥ , 1' éclipliqae XN e* l'orbite 
lunaira Nm,. L'are XN sera la longitude du noeud , et la 
somme deg denx arcs XN , Nm,, non situés dans un mé- 
me pian, sera la longitude de la Lune, ou «,. 
Nous cfaerchons les Taleurs dea coordonnées en vne de 

les snbstìlaer dans le» expression de -~ àt et de ^ df , 

. j . 1 «. C— A 
lesquelles contieuDent ea facteur le produit j — 7 ~~f~ 

qui est ceiiainentent très-pelit. Il est done inutile de cal- 
cnler ces valeurs fort exactement. Anssl nons dégligeTons 
dans (te calcai le cube de l'angle *, angle dont la Talenr est 

1 
i pen près 5° 9' ou — - du rajon. 

Soient a;'i , y', , s', les coordonnées de la Lune , prììes 
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par rapport à Irois ases dont l'origine est au centre de la 
Terre, et qui soni dirigés, le premier suivant la direction 
OX de l'équinoxe de prlntemps, le second suivant une per- 
pendiculaire située dans le pian de Técliptique^ et le troi- 
siéme suivant une perpendiculaire à l'écliptique. 
Nona avons d'abord 

a^i ^ r,l cosX C08(V[ — X) — sinX 8Ìn(tJ| — X)cos t I 
= r, I cos », ~t- " sinX sin(«, — X) I , 

y', = r, I sìu> cos(v, — X) -t- cosX sin(», — X)cos « I 
^r,| sin Vi — — cos X 8Ìn(D, — X) I , 

S\ =: Tit 8Ìn(f , — X) ; 

puis, par les Tormules de transformartion des eoordonnées 
en geometrie piane, 

•e, = x\ , 

y, ^ y\ cos 6 — z\ sin 9 , 

Zi :^ y\ sin 9 -t- a', cos 0. 

Il ne reste pfns qn'à substituer les expressions précéden- 
tes Ae 3^, , y'i , %', dans ces derniéres formules, et nous 
aurons les valeurs cherchèes. 

Acloellement nous devons calculer les produits -~~- , 

r , 

— 1^ qui figurent dans les expressions des moments des 
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eoQpIea accelerate urs, et, dans ce calcul, nous devons en- 
core negliger les paissances de i aapérieares à In seconde. 
Nons IrouTons ' 

-^ = 8ÌD 5 cos S sin*», -+- »■ (cos'9 — sin'fl)8in t»i sin(Di— A) 
— l'sin $ cos S coB X sin », sin{«, — X), 

— r — = sin fi sin e, cos v, -t~ i cos fi cos v.sinfv. — Xi 
r'i > \ ■ / 

5" "" ® sin(B, — >)cos{»i ->- X). 

1." Couple Li . — Si l'on nomme ^ l'angle doni retro- 
grade la ligne des éqainoxes pendant le tempa t, en vertu 
de l'action du couple L, , on a Téquation 

^ CiiinS . 



^-*=H, 



2(1— e^)! p C 
cette èquation peut s'écrire 

d0= M — \ r ^- ' '" A' C 1 -*- e,cos(»i — vM dv, ; 

^ l->- A, r', sin 9 ' ' ' 

et il fant concevoir que le rapport -V- soit lei remplacé 

par la valear obtenue précédemment. 

Dans l'intégralion qni doit donner l'angle fp, nous poarrons 
regarder comme constànts , non senlement l'angle fi , mais 
aussi l'angle t ; car l'inclinaison de l'orbite Innaire sar 
l'écliptique varie extremement pea. Nons négligerom eo- 
core les termes pérìodiques qai sont moltipliés par l'excen- 
tricité e, ; en sorte qae nons pourrons remplacer v, par 
Kif-^-const. Qnant à la longitude de noend, X, noos savons 
.limali di Scittue Mal. t Fit. T. f 11. febbraio 1856. 3 
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qu'elle dlminue d'une circonférence en 18 ans ^ envìron, 

d'uD moaTement à pea près uniforme; par suilei uomaiaat 
— « la vìtesse angulaire moyenae du noeud, nous pourroos 
rempUcer X par — ot -*- oopat. 

Geci pose, il saffit de rpmplacer, dans l'expression de ép, 
les prodails de sinns variables par les cosinus de la somme 
et de la différeace des arcs, et l'integration se fera ionné- 
diateinent, Uais, parmi les lermes périodiques de la dìffé- 
rentielle, outre qne nous négUgerons ceux qui sont multi- 
pliés par e, , nous négligerons eucore caux. qui dépendent 
de V, et qui' sont maltipliés par > ; car l'intégrale de ces 
derniers lermes aura eo divbeur le nombre «i , tandisque 
rìutégrale des termes qui dépendent seulement de X aura ea 
diviseur le nombre a, lequel est beaucoup plus petit qne n,. 

La différentielle «i^ se réduit douc i la valeursuivante: 

,-» .. H, r ^, „ cos 20' - 

{5) de s= j- — ^1 cos9' — cose' cos 2», -*- i — r-rr co* ^ 

'^ l-i-AiL sin 9 

-^ ^ cos 6' {1 H- cos 2X)"!d«, . 

L'intégrale est 

(6) ^ w j_J_r„,^l _ ^jcqs fl'.t— -^ cos 5'sin 2t>. 

. n, cosSS' , - i* », -, , „.-! 
« sin e' 4 a J 

Cet angle <!' mesure la précetsion lunaire des équinoies; 
le premier terme crott proportionuellement au temps, il me- 
sure la pricestiort lunaire moyenne. Panni les autres termes, 
le plus seusible est le terpie en sin X , e' est-à-dire celai 
doni la periodo est égale à la durée de la revolution du 
noeud de la Lane. 

2.' Couple M,, — Si l'on nomme d9 la variation de l'o- 
bliquité de l'équateur qui est due i l'action du couple H, 
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agissuit pendant l'iastaot dt, on a 

G 

Eb opérant comme ponr le calcai d« <jf , on réduit la 
différentielle i9 à la valeur saiTante : 

(7) (tó5=s - ' /— sing'sina»,-»-* ooaffimX — ^ìnfi* sinaxYfo, ; 

et, si IV>n délermine oMiTfflBablenent U constaste ^, l'inté- 
grale est 

(^ e« fl'-t- _l|_(-Ì8iB e* cos a», -*-* —a» $* cos x 

_ 1_ ^ sin 5" C0S2XÌ . 
4 « ' 

La difference 6—5' mesnre la nutaiton lunaire de l'axe 
terrestre. Le terme eo cos X est le plus sensible; l'ensem- 
ble de ce terme et du tenne en sin \ qni fi^re dans la 
formule (6) exprime qae 1' axe terrestre décrit une petite 
ellipse sur la sphère celeste. Le centre de cette ellipse 
marque constamment la posilion moyenne de l'axe terre- 
stre qni est définie par l'angle ff et par la précession mo- 
yenne totale; le grand axe de l'ellipse est constamment dirige 
Ters le pAle de l'écliptique; la conrbe est décrite en sens 
contraire de la rotatìon de la Terre autour de son axe; elle 
est parcourue dans le méme temps que te noend de la 
Lune fait le tour de l'écliptìque , et d' un mouTement tei 
que l'anomalie excentriqne X crolt proportionnellement au 
temps. 

VII. 

CORRECTION DUE AU DÈPLACEMBXT DB l'ÈCLlPTIQUE. 

En égalant l'angle i/i à la somme des deuxparties (3) et 
(6), et Agalant de m£me l'angle $ —9 k la somme des deux 
parlies (4) et (8), on obtient dee formnles qui représentent 
avec exaclitude le mouvemeot de l'axe terrestre pendant 
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un petit nombre d'années. Mais, si l'on veot des formales 
qui représenteut pendant deux on troìs siècles tout ce que 
!es observations les plus exactes peuvent accuser relativc'- 
Qient au mouvement de rotatiou ie la Terre, il est néces- 
saire d'avoir égard au déplacement de l'écUptique, produit 
par l'attraction des planètes. 

Gomme l'écliptique se déplace fort peu pendant le petit 
nombre de siècles que l'on prétend embrasser, il n'j a pas 
lieu de rec&mmeDcer l^s jcalcuis qui ont été faits en con- 
sidérant ce pian comme fixe; il suffira de corriger légère-* 
ment les formules par des termes additionuels. 

Dans ce calcul nous continuerons de r^pporter le moo- 
vement de l'axe terrestre au pian fise qui coincide avec 
l'éeUptique vrai à l'origÌBie du temps (. Nous appellerons ce 
pian ù.xe l'écUptique fixe. L'angle (fi sera toujours l'angle dont 
l'intersection de l'équateur pt de l'écliptiqne fixe a retro- 
grade sqr ce dernier pian, 4epuis l'epoque prise pour ori- 
gine d|i temps, 9 designerà toujours l'angle compris entro 
l'équateur et l'écliptique fixe. En outre, nous nommerons 
y rÌnclin.aison de l'écliptique yrai sur l'écliptique fixe, et 
/3 l'angle Tjni pepare les traces de l'équateur et de l'écli- 
ptique vrai sur récliptiqne fixe. 

l." Action du ISoleil. — Le mouvenenl du Soleil autour 
de la 'Terre, sur l'écliplique mobile, est tout semblable au 
mouvement que la Lni)e exécute autour de la Terre dans l'hy- 
pothèse d'un écliptiqne immobile. Par conséqnent, des calcuis 
toul pareils k ceax du paragraphe précédent conduisent i des 
formules semblables aux formules (5) el (7), sauf que t est 
remplacé par 7, et X par /3, outre que l'indice t est sup- 
primé. Dans ces formules, les termes indépendants de 7 sont 
ceux qu'on a déja obtenus en supposant l'écliptique immo- 
bile, les termes en 7' peuvent étre uégligéssans erreur ap- 
préciable; donc les termes qu'il faul ajouter aux valeurs 
(3) et (4) des angles (fi et 6, quand on veut avoir égard au 
déplacement de l'écliptique, se réduisent aux intégrales des 
senis termes qui contiennenl la première puissance de 7 dans 
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Ics formules correspondantes aox fonnales (5) et (7). Ces 
tennes additionnels sout, pour l'anfi^e if> 

„ C0925V .. , 

sin 9'J ' 
pour l'angle $ 

Hn cos ff ly sia p d(. 

Or la théorìe des inégalités sécolairies du aioiivement des 
planètes autonr da Soleil donn« les relation» 

7 sin {^— i^)= Ik sia (gt -+- 3), 
dans lesquelles k, g, ò reprèsentent des constantes qui <{é^ 
penduit des difTérentes planètes perturbatrices , ef 2 indi" 
que une somme relative à toutes ces planètes. On tire de 
ces relalions 

y cos /3= 2* cos (gt-t-i^-i- 5), 
V sin /3 = 2A sin (gt ->-<{>-*- 9). 

Les coefficients k étant tous trés-petits, OD peut retnpla- 
cer l'angle tp par sa valeui' mojen&e, daos les expressions 
de y cos ^ et de 7 sin /3. D'apre» Pobseryation, oa d'après 
les formules obtenues en suppesant l'écliptique immobile , 
tette valeur moyenne angmente à peu prés de 50'', 3 en 
une aìinée. 

Si doDc on prend l'année poor unite de temps , les an- 
gles <jr et d qui résultent de l'action da Soleil , qaand on 
a égard au déplacement de l'écliptique, sout donnés par les 
ibrmales 

1 

(9) ^ = Hn cos 9'.( — — H cos è'sia 2v . 



|-E,-^3"°^''*"'"''*'**^' 
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(38) 
1 .. . 



- H» co» 8'^ J"^^ ^ COI r (j *• 50", 3)( - 



■3]. 



2." Action de la Lune. — Soient t' l'incliDaisoD de l'orbite 
Innaire sur l'ècIiptiqQe vrai , et X' la longìtode da noeud 
de la Lune, complée sur t'écliptiqne vrai. 

Les seuls termes des formules (5) et (7) qai soieit alté- 
rès par le déplacement de l'éclìplique, sont ceux qai con- 
tiennent les angles i et X. Qaand on neglige le carré de 
l'angle y, loH termes en t~ ne subisaent pas d'aatre altéra- 
tion que le cbangemeat de i et de \ ea H et en \' ; les 



H, .cos2 



-cos X d»i , j — ~- i cos fl' sin X dvi 



éproavent ane altération plus complexe. Ponr Fa calcnler, 
il faut exprìmer tes prodails t cos X et tsinX en fonction 
de A X', y et J3. 

\ ..I I Soient (Fig. 3) XN'N l'écliptiqae 
rij,3. Vy / fixe, NA l'orbite lanaire, N'A l'écli- 
M'- / ptiqne vrai, X l'équinoxe» pria 9»r 
^^'^ récliptiqae fixe. 
X H' 

On a _ — _. 

XIC = ^ , XN = X , XN' -*- N'A = X'. 

Le triangie WAN' donne les relations 

cot ^ sin AN' = eoa AN' cbs t' -*- sin »' cot y , 
cot AN' sin AN = cos AN cos t* — sia i cot » . 

Dans le calcai doni oa s'occape on peat negliger les se- 
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condes pnùsances des petits «ngles i et t*. Alors AN devien( 
égal à Ì!—X, et, par suite, les deux relatioos prècédeotes 
peoTeot s'écrire 

t'sin (X' — ^) ^ y 8Ìq(> — ^) , 

i'sin (X' — ^) = t" sin (X — j3). 

Sons cette fbrne on ea Aéiait facllement les valenrs chef 
chées : 

i cos X' =? ("cos X' -+- 7 cos /S, 

* sin X ^ »" sin X* -i- 7 sin /S. 
D'aprés cela, les termes en question deviennent 

H. cos29',. ., 
1 -i-A, sin e* ' * •^' 

- — ^ c(»5'(f snX'-i- yshi^S) . 

If» sBgles ifi et 9 qai résuttenl de l'inftaéqce de fa lu- 
ne, qaand on a égard au dèplacement de l'ècliptlque, sont 
donc 

<"> ^=j^[n,(l-^)cose'.(-icos6'«n2., 

^n, 003 25' . ., t** B, ^ . „^, 
— - f ^ , -; Sin X' -t- -7 cos ? siB 2X' 

(i2) e = fi' -^- _Hl_ri.WB 5'eo» au, -^- i"— G08 S' cos X' 
1 -*-A,L 2 a 
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Vili. 

Si l'on réanit les parties obtenues séparément (9) et (11), 
(10) et (12), on a la repréBentation complète du mouve- 
ment de l'axe terrestre, par les formnles 

(t ==! (e -f- cV ^-j-, sin fl — F cos 5'sin 2© 

^ ^ ' sin 9' ^ 

— F cos e'sÌD 2( -4- G cos $', sin 2si 

5 = fl' -f-ocosjì -4-F sin 9'cos20 
-«- F' sin fl'cos 2( — G sin 9' cos 2 il 

— K cos^'V ^gp^ eoa l{g -h 50", 3)1 -t- J], 

daos lesqaelles oo a remplacé X', v et v, par les sigDes or- 
dinaires SI, Q et ( , et l'on a pose 

' _ 3 c —A n*co8 e; 

'""2 ~c"p(l^r^!* 



"■ 


2 


C f{l—l 


».)(! - •■ 


\v " 




3 

' 2 


C-A n' 


', «'cos & 






C «/.(l -^- 


-*,)(!- 


'■.}• - 


6 = 


3 

'' 2 


C- A »', 


, ì'co. 29' 




e a/.(l-f- 


■ *.)(« - 


'■.)•■ ' 


F= 


3 
* 


C-A » 

« f(J-. 


^' 






3 


C-A 


», 





i e p(l-»- *,)(!-. ',)i ' 
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C— A »/^ 

"~C~af(l-i-»,)(l-e',)i' 
C— A r n" 



2 C Lf(l— «")! p(l^*,)(l 
Les sommes 



1 - e",)!j ■ 



; «in :(j -i-;50", 3)1 -*- »i , 



z 



■g -^50",3 



pemveat Atre remplacées par leors développements fioivani 
les paissances «scendantes da temps, bornés aax premières 
et secMides puisaances; car ' les constaotes ^ k ^ g sont de 
trés-petiles quantités. Od reconnait aisément qae, dans le 
déTelf^pement de la seconde somme , le coefficient de la 
première pnissaace do temps est nécessairement uni. Ea 
effet, l'expression de ce coefflcienl est —2* sin ò; or, si l'on 
pose 1=0 dans l'équatioa 

y sin(^ — <p) = lk siu{gt -1- 3) , • 
qui, comme noas l'avons va, sei-t à definir les constaotes 
k et d, le premier membre de cetle éqaation devient noi 
aTec 7, et le second membre se rédait à 2ftsiii9. 

Si l'on vent rédnire les Cormules en Bombres, il fandra 
s'iàder de l'obserTation dn phénomène poar calculer le rap- 

port des moments d'raertie de- la Terre — - — , qai n' est 

point conDQ d' aillears. On pourra , par exemple , égaler 
l'expression analjitique du coefficient da lemps dans la va- 
lear troavée de ifi à la précession mo^enne qui résulte de 
l'observation} pois on tirerà de cette-équation ane valeur du 

rapport —r; — que l'on substituera dans les aulres coeOì- 

cicnts des formules. 
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D'après Bessel, sì l'on pread l'orìg;ÌDe do temps au com- 
mencement de l'ftnDée 1750, on a 

^ = 50", 37572 t - G", 0001217945 (' - 16", 78332 sin a 

— 1", 3358» sin 2© — 0", 20128 rìn 2( 
-^0", 20209 sin 2^, 

e = 23' 28' 18^ -^ 0", 0000984233 t' -^ 8", 97707 cos sh 
~v- 0", 57990 cos 20 h- 0", 08738 cos 2([ 

— 0", 08773 cos 2 il. 

Si l'ou se propose de conBtruire des formnies qui repré- 
sentent le mouvement de l'axe terrestre d'anuée ea année, 
on eemerTera ao temps ane méme Tftteur mtìére pendaet 
toate la durée d' me année , dais tea déreloppènent» de» 
deux termes qui prOTienaent do dé^^cemeut sècntaire de 
l'ècliptìque; et, poar pia» de rìgueur, dani les aataiea coe^ 
ficients, OD remplaceFa l'angle B' par sa valéar inìtìale ao- 
gmentée de la ratear du terme séculaire 

- K cos9' y — ^rjf— COS [(y -i- 50", 8)« -*- ej 

pouf l'année considérée. De cette manière les formules se- 
roQt rédoites, penr chaqne année, il la fimne 

^ = Dt -^ D'sìb ii M-D"8in 2© -^D"'shi % -i-D" sin 2 fl , 

e = E -4- E' COS il -*-E"coa %Q -^-E'"co»2( -t-E" eoa Sfl, 

et tes termes sécolaires donneront la correction annaede dés 
eoefficienls D,. DV - • - > E» £', ■ • • C'est ùnsi qw »«Bt 
disposées les formules données dans les recueils astronomi- 
ques (voir le Nautical Almanack, p. V). 

Enfin, il peot ètre utile de rapporter le mouTement de 
la Terre k l'écliptique rrai. 

Ponr cela, nommons V l'angle dont la (igne des éqnino- 
xes a retrograde sur l'édUptique vrai pendant le temps t, 
Q l'angle comprìs entre l'équateur et l'écliptique vrai; et 
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coBsid^om réquBtenr, l'éclipti^c fise et l'icJìptìqiie Trai 
comme trob grUids cercles Mcé» sur me aphère d'oa njon 
égal à l'anité. 

Qoand on aégUg» le cine de l'inclìoaison mutQcUe ita 
deax èclipti^Bes, la différeoee ij< — ¥ est ègale à Ut pro- 
jection sor 1' écliptkfue vrai dn petit are iaterccpié sur 
l'éqnateur par les deas écUptì^net; sa Talear est doac 

cot Q.y HB ^ ou bieo cot Q'.f àn ^ , 
es BégHgeaBt le predait 7(6 — &% 

Le triangle fMioè par les trois grands cercles considéréi 
donne 

cos = cos fl CO8 7 — sin $ sin 7 cos /3 , 

OH bien, en négtigeant le carré de y et le carré de la dif- 
féreoee — 6 , 

e — e = — y co* jS. 

On a donc finatemeot 

T = ^ — col S- 2 JE sin t (y -^ 50", 3)( -^ 3] , 
e=!S-H2ic08[{jr-i- 50", 3) t -^ 31- 

Qaaod od presd l'origine dn tenps au comnencemeal de 
hanaéc 1750, les formules nunériqnes , rédaites anx ter- 
IMS dtt premier et dn secwd degré par rapporl a« teaps, 
soni, d'aprés Bessel» 

'F = if — 0", 17926 t-^ 0", 0002660294 (", 
e = e - 0", 48368 ( — 0", 00000272295 t\ 

Une discussieD plns ea^^iè^» des fòrmoles n'entre poiat 
dans l'ebjet de ce Héiwnre, le pea qae naus ea avons dit 
doit saffire. Notre but était d'arriver à ces résàltats conoas, 
d'une manière plas sim^ ^u'en ne l'avait fait jasqu'ici. Il 
noQS parait atteint, piiisqM toote la néthode «e rédait à 
dèa cOnpositiens de couples sairant la loi da parftll^IogrMn- 
me, et qae tont le calcai consiste daas des integration» nn- 
méctiates. 
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Ed réflécfaissant sur la marche qne nons avons saivie , 
OD reconnait facilement qae le succés est dù, d'ane part k 
ce qoe tout jaj-on de 1 equaleur et, par conséqaent, la ligne 
dea équinoxes est an axe prÌDcipat d'inertie de la Terre re- 
latif an cenlrej de l'aatre k ce qae les termes d'un degré 
soperìear par rapport anx momeots des forces accélératri- 
ces sont tout-à-iait négligeables. 

Home, Collège Romain;27 Décembre 1855. 

Sur rassociation de plusieurs condensaleurs entre eux 
pour manifester les faibles doses d*él€ctricité. 
(Lettre de M/ P- Volpicelli, à M/ PouiUet). 

Volta et Cavallo fiirent les premiers, non pas seulement 
à ima^ner, mais à pratiqner l'associatioD de deux conden- 
satears entre eax pour accroltre la teasion électrique ('). 
Plus tard dÌTers pbjsiciens ilaliens, entre aatres Gerbi (') et 
les ìllastres Belli et Piauciani (^), firent meution de cette mé- 
tbode, et il ; a peu de temps M. Gftagain (4) Fa emplojée 
avec assez de saccès. £n conséquence ìl sera peut-6tre utile 
de démontrer : 1° que la théorie de runisn entre eux.de 
deux condensateurs est corollaire de celle qui en unit un 
Dombre quelconque; 2° que sans doute il est nécessaire qae 
le plateau du premier condensalenr soit plus grand que celui 
du second, afin qne raccroìssement de^ tension s'obtienne , 
mais que cette condition tonte seale n'est pas snffisante}3* que 
les noDvelles formoles relatires à cette associalioo, coosidé- 



(>) CotUstone OtUe Optndi Fotta. Firenzi ISlfl; t. I, p.seo. 
(>) Cono di Pinta. Pisa, 1S23; t. Ili, p, 239. 
(3) Corto di Fitiea. ttilana, 183g; t. Ili, p. 393. — miluxioHi |1- 
Heo-ehim. Roma, 1S34, t. HI, p. 6S. ^ , 
[4} Compiei rendiu, 18S3; t. XXXVl, p. 1084, el I. XXXVIUp. 84. 
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rèe d'une manière generale, complètent la doctrine du con- 
densatenr. 

Snpposons donc qne les condensateurs associés soient v en 
nombre, et qne les contacts, dans tout le sjstène, entre eux, 
depnìs la soarce de l'électricité jusqn'au deroier condensa- 
teur, se répètent n foìs. Représentons par e la charge d'éle- 
ctricité inìtiale à esplorer, et qui pourra £fre deficiente ou 
inépuìsable. Ensuite poar le condensatear £'""', et pour son 
contact n"*"" ayec le plateau {k — 1)""", soient: 

m^ le rapporti que j'appelle électrostatique, à savoìr cette 
fraction qui dépend en mème temps de la dìstance entre 
les deux disques, et de la capacilé spécifique d'induction dn 
coibent interpose ; 

Si la superficie du plateau collecteur; 

c^ la charge de ce plateau^ 

X;t_, Is quantité d' électricité restée libre sur le plateau 

(A— 1)"™', après qu'il a communiqué avec le k""",ei n'étant 
pas encore retouroé sur sa base ; 

y^ la quantité d'électricité dissimolée dans le plateau ìé'""y 

et relative seulement à sa »"""' communication avec le 
plateau (A— 1)"™') 

«t l'électricité libre dans le plateau A""' joìnt à sa base 

non isolée, et relative seulement an contact n"'"'' avec le pla- 
teau (A -1)'="" ; 

^k *t 7* '^ deux électricilés, l'une libre, l'autre dis- 
simnlée dans le plateau A^*"", reposé sur sa base communi- 
quante avec le sol, et après avoir esécuté le contant (n — l)"'"" 
entre lui et le plateau (A-i-1)"""'. 

Maintenant il est facile de voir que les quanlités indiquées 
se lient entre elles moj'ennant les équations suivantes : 
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C") (") l-t (») 








(•) ("-) CI J— ) 

y, -1- », -^ a, -^ p, = 


(") .("-Il 
«» -*-A 






l-«.ì 




t 


,.,_ .^ 




»-■ 1 _«,;., ' 









Sì l'^ctricité « ètaii deficiente, elle dimiauerait à cbaqiie 
contact avec le premier plateau : pour cela, zi") répreeentant 
la nième èiectricité après le n'è""* cootact avec le mème pla- 
teaUi nona aurons 

(n) (a) 

(2) zC-O-a', -y. =z(''), 

dans laquelle équation posant 

nous aurons 

si') = e. 

Supposant dans les équations (1) n = 1 , od aura 

et négligeant les deux derniéres dea équations (1), on obtien- 
dra les équations 
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(3) \ (I) (I) ** [,) (,) (,) 

I Hi ->-'t = — - . «» =Fi -^«1 i 

( »-«; 

desquelles, par l'élimìnation, od obtiendra les éqQations 



i «. = , 1/» ; 



(4) 



{1 — mi) **.. e,,, j,j Mi e,,. 



(1 — mj) *4_, -f-*i (1 — mi) »i_, -^-«( 

relatives à un seul contact poar un condeosateur quelconque. 
C'est-à-dire que la charge dans les plateaux Ta toajoars di- 
miQoant da premier au dernier, quelles que soient les qoan- 
tités Vi ) ^k ì fn*-i ) f»!. Tontefois exprìmaat aree t^ laXen- 
sion da plateau Jt'*""' , nous aurons 



GÌ l'on a 

(5) \-m\^ — <1. 

Mais on ne pourra vérifier la formute (5), sans vérifier aussi 
la formule 



Dig,l,z.cbyG0O(^IC 



(48) 
(6) —<•»'; 

dotte il sera tiécessaire, mais non saffisatit, pour avoir l'ac- 
crmssement de teosion, qnand od communìqae la charge 
d'un plateau k l'antre, qne celni-la soit plus grand qae celai- 
ci> à savoir qo'on ait 

»»-i > «* ; 
et des ptas oti devra vèriGer la formule (6); c^est-à-dire qne, 
à la prodaction de t'effet indiqné, doit aussi coacoarir le rap- 
port électrostatiqne da condensateur le pins petit. 

Le cas le plus commun dans la pratique, celai aaqael noQs 
ttous arréterons poar dotiner qoelqae développement aux 
formales précédentes, consiste daos l'association entre eax de 
deax condensatenrs seulement, le premier plus grand qae le 
second; et dans la sapposìtion qae la source primitive trés- 
faihle de l'elee tricité, qui doit se manifester parla répétition 
des contacls entre les disques des denx condeosateors, soit 
ìnépuisable. Pourtant» faisanl A=:2 dans les équations (1), 
noas anrons les snivantes : 

-} (.) (") ("i (-) 



(•) (i) U) («1 (1) 1^) («) 

Ensuite, faisant n :s1, 2, 3, ... , nons anrons, par le moyen 
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de rélimination, les 

Ì(l — mi) s" e, p„ «, t 

'- = k- ' "• = — F- 



». = ■ 



X =- 



dans lesqDelles on a faìt, pour abréger, 

p, = [(1 _ »>,]""'-,- «[(1 _ m>,]""'.. 

.1»_=_1)[,_„,,..]-',^.., 

nln — 1) ,, a. n-, n-i 

h =^{\ — ml)Sj -I- »a. 

De la troisième des équatioos (8), il résulte 

IO (») (3) (-) 

Cj e, Cj fj 

< < <■< ; 

Sj »i »j »a 

c'est-à-dire les tensions de l'électricité recneillie sur le second 
plateau, éloigné de sa base, sont croissantes avec l'accroisse- 
meat dn DOmbre des coutacts. Gomme d'ailleurs la tension de 

l'électricité originaire indeficiente s' exprime par — , alors 

celle-cì se tronvera accme dans le second plateau, éloigné de 
sa base aprés tes n contacis, qnand on aura 

(") 

>■ — , ou p„s, >(1 — m\) A" . 

innati di Seienit Mal. e FU. T. fU. febbrajo 18S6. A 
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Dans les mémes circostances, il y aura le maxinUni d'accroit* 
sement de limsion daps le second plateau, qasQd sen 



ou quand on aaro 

1 _ mi ^ — <:ìì 
(, 

condition qui coincide avec la fornule (5). 

Poar faciliter la transtaission de l'électricìté de la soorce 
primitive aa premier coDdensateor, etanssi de celui-ci à tous 
les aatres, jusqu'au det*!!!^ dn sjstème, il faot employer nq 
conducteurde seconde classe. Ce moyen est indispensable en- 
tre la sonrce d'électricité et le premier coadepsateur, quand 
elle consiste en un coibent électrisé. Cela derive de la facnlté 
qu'ont tes condnclears liqaides d'absorber l'électricité des 
corps isolants électrisés; faculté qui, pour la première fois, a 
été signalée par l'illustre pbysicien M. E, MarianiDi, (*>) et k 
laquelle on doit fajrq atteotion pour bien conduire les expé> 
riences de ce genre. 



(') Memorie <lellà Socìeia italiana delle Sciqnu j T. XXV parte 
secouda — Ifuovo CimeDlo t. I, p. 50- 
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KtCERCHE.SOftti IL PIANETA GIOVE FATTE COLL' EQUATOHIÌI.& 

Bì «EBZ all'osservatorio DEL COLLEGIO BOIANO 

DURANTE l'anno 1855 

DAL P. A. SECCHI D. C. D. G. 



Queste ncercèe ri^uardaoo tre capi principali, t* l'aspetto 
fisico del pianeta, ^Z le sue dimensioni e quelle dei suoi 
satelliti: 3.° te positiooi di questi relativameate al prima- 
rio. L'nltìno di questi capi essendo so$^;etlo ' interessante 
esclusivamenle gli astronomi non credo opportuno di darne 
minuto COMO in questo scritto, e solo ne dire qualche cosa 
ìb genenrie, tratteseadomi più di proposito nei primi due. 

L'aspetto del pianeta «el corso della opposizione e per tutto 
il («mpo delle osserrarìoni, si è presentato in nn modo parti- 
colare, cioè avente il s«o emisfero boreale tutto fosco, e del 
colore delle fasce più scure ; cosa insolita , almeno per 
quanto consta dalle figure date comunemente. La sera del 
1." higlio a 18* 45" di T. sid, ne feci na eccuret» dise- 
gno, e presi anche microiBetrìcanieate la posizione delle fa- 
lce, donde mi accorsi che esse non erano simmetriche coli' 
equatore , cioè non aveano eguale latitsdine ^ovieentrica 
nemmeno quelle che sono le più marcate. La fascia boreale 
era assai scara, e appena diminuendo alquanto della sua 
cupa tinta si estendeva fino al polo , nel qufll tratto essa 
aoB era i&terrotta che da una piccola zona, più chiara che 
nemmeno attraversava tutto il gkAo , ma appena una sua 
metà. Per molte altre sere che osservossì Giove, ad occa- 
sione delle misure, cmttinaò simile apparenra finché talora 
cominciossi nel segmento oscuro a vedere qualche tratto 
più Incido. Avendo comunicatola cosa al celebre Sig. Da- 
*eR, queali mi disse aver osservalo 'i fenomeno , e por 
flìunta molte strie assai minute nel segmento fosco. Non è 
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dimostralo però che gli emisferi del pianeta osservati da noi 
due fossero identici , né fn fatta speciale attenzione alla 
sua rotazione. Avendo però ripigliato di nuovo con più at- 
tenzione le osservazioni, vidi facilmente queste minute strìe 
coll'ingrandimento di 200 volte nel crepuscolo col grande 
equatoriale; e al minore strumento del meridiano : ma per 
vederle di notte scura nell'equatoriale era mestieri adoprare 
debole ingrandimento e diminuire la luce con un diafram- 
ma messo avanti 1' obiettivo. Questo pure suole avvenire 
per le macchie di Venere che con forte luce e potenti in- 
grandimenti sono meno discernibili. Da questo fatto ancora 
si comprende perchè siano sfuggite certe minutezze dell' 
anello di Saturno a diversi astronomi forniti dì riflettori 
di gran luce. Queste fasce secondarie nella calotta del pia- 
peta sono però adesso assai più vive di prima, giacché sono 
state vedute anche da diversi al primo appressar dell'occhiQ 
(dio struntento, e a notte avanzata, onde credo probabile che 
al principi^ di lugliq passato non esistessero, ma non è me-r 
f-aviglia che usando io sempre fortissimi ingrandimenti non le 
abbia potute riconoscere. Sul lìae esse erano almeno tre molto 
ben distinte; e di colore cenericcio in fondo rossastro : Ter 
stremo polo del pianeta seguitando ancora ed esser scuro. Tre 
tinte potevano comodamente distinguersi sul pianeta : un 
giallo verdino nelle fasce Incide, un giallo rossastro gene- 
rale sul cui fondo sono le fasce oscure di fosco colore ora 
plumbeo ed ora violaceo sporco. È notissimo che tali fasce 
sono variabili, ma é notabile la mancanza di simmetria in 
questo pianeta come pure in Saturno, ed in Marte; ed è già rir 
conosciuto da un pezzo che anche sulla Terra medesima le 
zone dei venti alisei le quali secondo diversi autori, produr 
devono sulla sua superficie veduta da lontano 1' aspetto 
delie fasce di Giove, sono ancor esse non simmetriche; onde 
abbiamo qui un fatto ormai generale nei sistema planeta- 
rio che potrebbe forse avere una causa cosmica comune ìu- 
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dipendente dai pianeti particolarìi e piuttosto' in relazione 
colla distribuzione dei corpi celesti e del calore nello spa- ' 
EÌo, onde non è inutile farri qualche attenzione. 

Più positive e più interessanti per la scienza sono te ri-' 
cerche sul secondo punto^ cioè intorno allo schiacciamento e al 
diametro del pianeta. Si possono vedere in Làiande Aslr. 
T. 3. pag. 335, n." 3345 ì risultati diversi degli antichi 
osserTatorì. Tra i moderni Maedler e Beer nei Frcymenta 
eeUstes pag. 145. Arago ed altri hanno dato valori ditTe- 
renli. Le osservazioni più accreditate e più recenti a mia 
notizia sono quelle di Strnve nelle Memorie della Società 
Astr. di Londra Tom. Ili, pag. 301 riportate da I. Hers- 
chel nel STio trattato OutUnes of Astr. n." 512. Tuttavia 
pare che questi risultali non abbì&uo appagato gli astrono- 
mi, perchè vedo che a Greenwìch nel tomo delle osserva^ 
lioni del 1851 pag. 52 sono ritornali sullo stesso so^^ttoy 
e ottenuto un valore diverso da quello di Struve, assegnan- 

1 
do allo schiacciamento r-p- -., mentre Struve dà per rapporti^ 

^ ,• ■ 100 ., . ' i 

aeah assi -rr— ■ il che porta circa -z-^ . 
^ 1D7 *^ 16 

Le nostre osservazioni sono in tutte 64, e vennero fatte 
io nove giorni diversi, alcune prima dell'opposizione, altre 
nel giorno dell'opposizione e nei due immediatamente pre- 
cedenti e seguenti, e finalmente alcune altre molto tempo 
dopo l'opposizione, per esaminare precisamente l' influenza 
delift fase. Le misure originali saranno date in altro luogo; 
qui basterà esporre i risultati, corretti della refrazione , 
della fase, e ridotti itila distanza media di Giove dal Sole. 
Essi sono i seguenti : 
Diam. Equat. =38".3070±0. 0132. Bapp.dei due assi 



Diam. polare = 35. 9151=t:0. 0215. 



106.66 
1 
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Qaesli risaltati difTeriseono poco da qaelli di Slrave , il 
quale dà per l'asse equatoriale 38", Sii. L'ioccrteiza che 
regna ancora sarà difficile faria sTanire completamente, e 
ciò per le difficoltà inerenti alle misure, le quali non sono 
poche bencliè possa parere altrimenti a ehi non ha molta 
pratica. Io bo ]urocnrato sempre di usare il massimo ingran- 
dimento di 1000 T(dle , col quale non solo il pianeta, ma 
anche i satelliti sono terminatbsimi e decisi , ed ho nsato 
di mettere ì soci orli al contatto dei fili, operando sempre 
per misure doffie, e facendo la debita correttone per la 
grossezza dei fili stessi. Ha ad onta di tali cautele, sempfe 
rimane qualche indecisione nel punto di contatto, per es- 
ser la luce del pianeta molto debole agli orli, « meno assai 
che al centro. Queste differenze sono stale troratc maggiori 
nelle misure delle diverse sere, che tra i risultali parziali 
di una sera stessa. La ragione di tal fenomeno panni po- 
terla ripetere dallo stato dell'atmecfera la quale eolle sue 
oscillazioni dà una diffusione maggiore o minore all'imagi- 
ne, e infatti le minori divergenze sì aveano quando l'aria 
era tranquilla. Da ciò si vede che è facile che le nostre 
misure pecchino un pochino in eccesso anziché in difetto. 
L' errore probabile di una osservazione isolata è 0". 119. 
Ho indicato i limiti di incertezza del risultato, il quale è 
maj^ore per l'asse polare , perchè soggetto maggiamente 
alla oscillazione atmosferica. L' equatoriale è {hù facile a 
misurarsi con molta precisione perchè meno turbato dalla 
refrazione « ia ascensione retta si misura assai bene atteso 
il moto equabile della macchina mediante t'orologio.È Inutile 
l'avvertire che il cannocchiale Im 9 pollici di apertura libera, 
usata sempre senza diaframmi, è circa 14 piedi di lunghezza, 
che il micrometro è un capo d'opera di lavoro; solo dire- 
mo che avendo trovato poco ferma la maniera con cui era- 
no stati fissati i fili dall'artista, noi da principio appena rice- 
vuto lo strumento la migliorammo forando la piastra da parte 
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■ pdPte i e pasmti fter ì fori i fili di ragno li fernamioo con 
sodo aHatk« posteriormente alia piiastra stesM col che si ebbe 
im ossi pevfetUi aUbiJità^ s tmieme si evilò o§iiì pericolo 
cbe la cera fenendo a tocoaF« i fili dell' altra piastra po- 
ttam unoverli in nodo alctuo all'atto del mio scorrere svi 
a già. 

Oitre il pineta ho taiatìrato ì dìtitKtri dei Mtelliit , e 
«peflìalmcQte del temo ohe é il più gnnde de^ altri, e dal 
ooqfroato del cai diauetro bdinente n deduce quello de- 
gli altri : ma i aumeri obti qoì da sono salo quelli dati dal 
roierometro, e combinano assai bene colla stind delle gittn-r- 
d«29e rclatire: del terzo satellito bo fatto più misure in 6 sere 
quelle flel quarbj «Ao 3. 1 risultati otiedtiti sono i segUeittil 



Satellite I.' 


dìam.» = (P, 939 ; 


» ri." 


» = 0", 909 ; 


» III.' 


» = 1", 562 ! 


» IT.* 


» = r, 450 . 



t diwbi di questi siitelliti $oao precisi oltre ógni tiredere^ 
e perfettAqiente distinguitrìU dal disco spurio delle stelle i 
i| terno e il quarto benobè quasi eguali io diametro pure 
SODO assai diversi di l«c« , cosa già avvertita da W. Her- 
scel , va» difiicilmeote riconoscibile nei oannoccbiaU ordi- 
uarii a mediocre ingrandimento. Qiieste diversità, di dia- 
metro e di luce sono tali che dopo presa qBalehe pratica sono 
stato solito riconoscere i satelliti, e distinguerli perfettamente 
4enji4' 1' aiuto di effemeride. Il terio satellite presenta nel 
campo l'aspetto di Uarte veduto in un picefrio cannocchia- 
le, esso vedesi dichiaratamente ^macchiato, e le sue macchie 
variano da un giorno all' altro , ed é questa qn^ preziosa 
scoperta onde poter riconoscere il tempo della sua rivolu- 
zione attorno al pianeta primario. 

Questa macchie sono state sospettate dagli antichi astro- 
nomi, mq finora nessuno cbe io sappia le ha p<siUvamente 
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osservate. Cassini da prima, poscia Herschel osservando le 
variaziooi di luce che offriva un medesimo satellite men- 
tre compiva il sao giro attorno al primario , osservarono 
che alcuni di essi mostravano un costante indebolimento dì 
luce, mentre arrivavano in certa posizione della loro orbi- 
ta, onde ne trassero due conseguenze 1." cheisatelliti doveano 
avere delle macchie, e 2." che essi doveano rotare attorno 
al proprio asse nel tempo stesso in cui giravano attorno al 
primario. (Veggasi Herschel, Transaz. filos. 1797 pag. 372). 
Le macchie , come ho detto , sono state da me e da altri 
vedute distintissime nel nostro refrattore , ma la seconda 
parte della consegaenza non sembra appoggiata dal fatto ; 
anzi dirò tutto il contrario; che il moto ideile macchie la 
contradice formalmente. La prima sera che le ridi fu il 22 
agosto, in cui il satellite avea due macchie cenericce agli 
orli, una bianca verso l'alio, e una rossastra al basso : al 
26 agosto alle ore 19* 20"* T. sid. era nel suo mezzo una 
macchia cruciforme, che alle ore 21* 10*" erasi spostata, ed 
era andata presso all'orlo tanto che anche la saa figara ve- 
duta cosi di scorcio era appena riconoscibile. Diverse altre 
sere appresso ho veduto le macchie, e nel 9 settembre ri- 
comparvero le due vedute la prima sera nello stesso posto: 
e- ai 21 novembre potei riguardare la cruciforme in mezzo 
al disco. L'importanza del s(^ge(to avrebbe richiesto mag- 
giore attenzione, ma non ho potuto seguirle più di propo- 
sito specialmente a cagione dell' aria atmosferica : queste 
macchie è inutile sperare di vederle altro che quando l'aria 
è (ranquitlissima onde l'imagine del satellite rimanga ferma 
nel campo : ogni piccola oscillazione d'aria, benché non al- 
teri la sua forma, pure col semplice agitare, tutto il satel- 
lite le rende indiscernibili : ora è difficile che l' aria dar! 
cosi tranquilla per molte ore di seguito, e bisogna pigliare 
i momenti favorevoli a volo. Adesso il pianeta è troppo 
lontano e in posizione sfavorevole per poterle più osservare. 
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Dalle osservazioni però fatte finora, e dal confronto delle 
macchie che possono ragionevolmente credersi identiche , 
risulta che il tempo della rotazione è notabilmente diverso 
da quello della rivoluzione. Intorno alla direzione dell'asse 
nnlla posso asserire per mancanza di osservazioni abbastanza 
continuate: io l'ho veduto più volle sensibilmente ovale, e 
tale anche senza mia coraunicanzione l'ha veduto il P. Bo«a, 
e mi sono assicurato non esser ciò né difetto del cannoc- 
chiale né della rifrazione atmosferica : tale schiacciamento 
(che sarebbe forte secondo le prime misure prese) prove- 
rebbe pnre una assai rapida rotazione. 

La difficoltà però di tali osservazioni é estrema, ed è ne- 
cessario differirla ad altro tempo. Solo dirò che occupato 
in queste difficili misure, e sempre timoroso dei cattivi ef- 
fetti della diffrazione nei fili del micrometro filare, ho usato 
ogni attenzione per studiarli, e credetti che forse un mi- 
crometro a doppia imagine potrebbe esser preferibile: sfor- 
tunatamente quelli conosciuti finora non sopportano forti 
ìngrandimeuti, onde per questi oggetti sono inutili. Ho ten- 
tato se potessi avere qualche buon successo col metodo 
dello spostamento delle imagini che si ottiene mediante una 
lastra di vetro a facce parallele, introdotta dentro il tubo 
del cannocchiale in modo, che intercetti una metà solo del 
cono de 'raggi rifratti. Si hanno così due imagini, una di- 
retta e l'altra che passata per la lastra viene spostata più 
o meno, secondo la sua inclinazione : finché ho usato me- 
diocri ingrandimenti l'effetto era sorprendente, ma venuto 
ai fortissimi, apparvero ambedue le imagini allungate per- 
pendicolarmente alta linea di divisione del cerno, onde non 
potevano servire al mio scopo. Queste prove sono state 
fatte senza i mezzi sufficienti a si delicate ricerche , onde 
potrebbe sperarsi che in mano di ottici esperti questo me- 
todo, studiato che fosse, divenisse vantaggioso , e per ciò 
solo l'ho voluto qui indicare (V. anche Comptes Rendus de 
l'Ac. des Sciences de Paris Tom. XLI pag. 906). 
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Per ciò che riguarda le posizioni dei satelliti, Boterà solo 
alcnne circostaaie forse non tutte anove ma non senaa iof 
portania. Tutt» la teoria dei loro novimeati riposa sulle 
ossertaaioDi delle ecclissi; ora essi sono «stremamente va-r 
riabili )■> durata secondo i cannocchiali , e net nostro pel 
4° l'immersione dnra olire 10 minati : e per gli altri a«- 
telliti a pn^orzione : i passaggi e le discute potendwi (m* 
servare con piò precisione sono preferibili, e di essi ns ho 
preso diversi secondo che l'hanno permeiso altri lavori. L« 
- diversa intensità di luce dei satelliti già «ccennatit di W>- 
pra può riconoscersi magnificamente quando pasuno 8«1 di- 
sco, perché il 4" apparisce come una maechia scura quan- 
do è nel centro, benché sia salla fascia scura, ed é Appena di- 
scernibile sul pianeta preso agli orìi. Il terso invece I' ho 
veduto più volte come un punto lucido anche mentre era 
nel centro e snila fascia chiara. Il primo è stalo nel een- 
tro talora appena distinguibile. Ma tutti sono soggetti a va- 
riazioni di luce come è noto, e come lo indicano le macchie. 

Non sarà inutile aggiungere qualche cosa sul coofronto 
dei satelliti con altri pianeti. Osservando Vesta in opposi- 
zione ho veduto il suo diametro minore di quello del pri- 
mo satellite di Giove, e stimato circa 0'',8 i il suo colore 
era rosso scuro : ma la posìiiMie bassa del pianeta non ha 
permesso molto esame. 

Passando dai satelliti di Giove veduti cosi nettamente al 
pianeta Mettano, esso apparisce sfumato, e come avvolto in 
nebulosità dì un bel e<dore d'acqna marina, che giustifica 
la scelta del nome dato a questo pianeta. La nebulosità non 
può quindi assumersi come imperfezione dello strumento , 
ma è reale de] pianeta stesso. 

I diametri dei satelliti dati da Struve sono rispettiva- 
mente 

r = l",017; 2'=:0",911i 3." = l,488j 4.°=; 1.273: 
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cioè alqoanto minori dei nostri : ma non è meraviglia in 
oggetti cosi difficili trovare qoalche diversità. 

W. Herschel dava pel 3* satellite il diametro di 1". 6. 
Adottando ì nostri valori (che pel 3* specialmente credo 
assai esatti, combinando anche con alcune misure prese dal 
P. Rosa) sarebbero da anmentarsi ì diametri apparenti dei 
satelliti veduti da Giove, quello del 3° sarebbe di 18.'89, 
e il diametro suo reale 3545 miglia inglesi (di 1609. 3 me- 
tri). La luna nostra é 2158 miglia è il più piccolo dei Mr 
telliti di Giove é quasi egnale ad essa. II diametro di Ve- 
sta sarebbe quindi circa 800 miglia : si può da questo ar- 
gomentare la piccolezza estrema degli altri asteroidi , es- 
sendo questo immensamente maggiore. Non deve ommet- 
tersi otta riflessione importante, ed è che l'irradiazioDe, e la 
diffrazione possono qualche poco ingrandire questi minimi 
dischetti : potrà forse ciò riconoscersi calcolando i diame- 
tri dietro il tempo che impiegano i satelliti ad occultarsi 
dietro il pianeta , perché allora l'irradiazione forse non ha 
tanta influenza : alcune osservazioni che già ho fatto a que- 
sto proposito saranno discusse in altro luogo. Concluderò 
col dire, che la sera dell'ultima osservazione di Giove, es- 
sendo la sua fase avanzata, si vedevano i due lembi del 
pianeta precedente e seguente assai diversi tra di loro, es- 
sendo molto più preciso quello che era rivolto dalla parte 
del sole, che l'altro dalla parte della fase, onde può rico- 
noscersi che esiste una di^sione di luce e un crepuscolo 
sulla superficie di Giove dovuto senza dubbio alla sua at- 
mosfera, tal crepuscolo però non è tale da rendere indi- 
spensabile la correzione della fa&e come sarebbesi potuto 
sospettare dietro ciò che si è osservato in Venere. 

Roma 2 Pebraio 1856. 
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SOPRA LE FORME OMOGENEE A DUE INDETERNINAtE. 

NOTA 
DEL SI6. PHOr. ENRICO BETTI. 

Stii una Forma omogenea di grado dispari.' 

(I) F(i, y) = a. *■"■" -*- ^^'"T"'* ". *" y 

(2»i -^ l)(2 »i) 



1.2 



Ponendo 



avremo identicamente 

Il Sig. Sytvester ha trovato che a, , ai , a, . . . . a„ sono 
radici dì una equazione di grado m ->- 1 , che ha i coefil- 
cienti funzioni razionali di quelli della forma (1). Questa 
equazione può determinarsi nel modo seguente. 

Sia la equazione, che ha per radici a„ , a, , oc, . . . a^ , 
(4) or*' ->- B,a" ->- B,»—' -•-...-.- B„+. ==0. 

Uoltiplìchiamo rispettivamente la 1', la 2*, la 3* , . . . 
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la (m -t-a)"""" delle eqaazioni (2), per B„+, , B„ , B«-, , 
... B, , 1, e poi sommiamole; moKipticlùamo la 2*, la 3*, 
, . . la (m -+- 3)"""", per le stesse quantità , e poi sommia- 
mole, e COSI di seguito fino alle ultime m-i-2 ; osservando 
che ff« , (Xi ■ ■ ■ «M ^Do radici della (4), avremo 



/B«+. «„ -*- B„a, -I- B„_, ff, - 
\ B,+, a, -t- B„o, -+- B„_, «3 - 



- B,a„ ^ a„^. =0 



(5)^ 



\B„+, a„ ->- B„a„+,-.-B„.,a^^3- 



. -^B.a,„-Ka,„^,=0. 



Ricavando d9 queste ) valori di B„^, , B„ , ... B, espressi 
per determinanti , sostituendoli nella (4) , e moltiplicando 
per il denominatore comune, si ottiene facilmente la equa- 



(6) 



Facciamo nella (3) la soslituzione lineare 



r — — _^° (ao(«i — «a) x' -t- «iK — «i)y') 



Ponendo 



\^P. 



^(a, -a,)y-^(«. - «Jj') 
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" \ a, — a» / 



'° '^ " \ a, — a» 
(8)/ ?,==j),p<(a„ — «,)'"", 

^ ' («. - ai)(ao — a<) * 
con facilissime riduzioni si ottiene 

Le funzioni j, e B, sono totte invarianti. Infatti, poniamo 

B applichiamo questi simboli di operazioni difTerenziali al- 
le equazioni (2), ayremo 

«, >!.>« -+- et, ij, pt -i- ...-->- a„ ì}, p„ 

-Po^i «„-*-. . . -+- p„ >]i «;„ = a, 
I *'« 1' Po"^ «', )3, p, -I- . . . -*- a'„ >j| p„ 

- 2j»o «0 >Ji «„-*-■-. -*- 2jB„ «„ )j, «„ = 2ffl, . 
(10) 

-+- (2m -+- 1) p„ «B 53, p„ -4- ... -1- {2m-i-l)p„ «„ ij, «„ 

= (2m H- l)a,„ ; 
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Io >3l P« "^ ■ ■ ■ -^ «m «1 P»' 

-^ /'b 1* «m -t- ■ • ■ -^ pm >J2 «Bi = 2maj , 



(11) 



a:» Vi />„ -^ -■■-*- «« *3» Pm 

- (2m -1- l)p„ cto i7ì a -H . . . (2m -t- i)p„ a„ Vì,a„=iO. 

Dalle (16) sì ottìese 

(12) >!,/'< =0, r.,a,^\, 

come è facile a verificarsi , rìcbiamando le formule (2). 
Dalle (11) si ricava egualmeate 

(13) B, p,ss= (2TO'-t- i)p, a, , )j, a, = — «',. 
Tutte le funzioni I che soddisfano «Ile due equanooi 

U, 1=0, D, 1 = 0. 
sono invarianti. Applicando i simlndi vj, e ij, alle funzio- 
ni (S), e sostituendo nei risultali i valori dati dalle equa- 
zioni (12) e (13), si ha facilnteute 

>5i ?o = . la Jo = 0, 

Il y<=-0, Vi y, = 0, 
>:, B,=0, >;,B,= 0. 
Dunque i coefficienti della forma (9) sono tutti inva- 
rianti, che e vide n teine n te, quando 11 avremo ottenuti espres- 
si per coefficienti della forma (1), non risulteranno razio- 
nali, ma funzioni di soli invarianti razionali. 

Nel caso dim^2, questa proprietà si trova verificata, 
in questi Annali, in una Memoria del Sìg.Cav. Fàà di Bruno. 

Fireiue, 15 genuajo 1856. 
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SOPRA UNA TRASFOBHAZIOHE DELLE EQUAZIONI 
CARATTERISTICHE PER UN DrSCRrMINANTE. 

NOTA I.' 
DEL SIC. PBOV. FRANCESCO BBIOSCHI 



Le equazioni caratteristiche di un discriminante, le quali 
come si è dimostrato {'*) si dedacooo dalla (1) facendo nella 
medesima t ^ 0, 1, ... n — 1, possono venire trasformate 
nel modo seguente : 

Si osservi che : 

— k,,^= p^ a^ Sj-i -^ pr-t-i ^r+i *(-! -*-..- 
quindi fatto per hrevità : 

"~ r p^ dffl^ 

SÌ ha : 

— Q, = 8,-, N„ -^ s,.. N, -^- . . . -•- 8, N^, 

"^ "^ Pr OOr 

Pongasi in questa equazione t=: 1, 2 ... m j e si scrivano 
le equazioni risultanti sotto la forma seguente ; 

(*) Vedi questi Annali fa»c. di (jcnnajo 1856, pag. 7. 
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- Q. = (" - 1)N. -- 5^/r - m -^l)o, ^ 

- Q. -=:K - (>«-2)N, -^5^(r - » -^J) ?=1 «„, 1?. 

- Q» = •--. N. -.-.„.. N, -1- ... -H- ., N^, 

-1(— 'l'-r-™-.^. 

Sì moltiplichino ordinalimente qneste equazioni per 
e si sommino le risultanti; si ottiene la : 

^r" j^((''-'»-^*)P"-J'rO«-i<»r-+K'— »»H-3)j'm-.Ì>r+i ««-i «r+ 
-t- . . . -t- (r -t- m — 1)^^ Pr+w-i «0 «r+w-i ) 
^ — (Q. fm-i «m-, -*- Q, pm-, «^i "*- ... -+- QmP^a^)- 

Ma pei valori di Q, , Qi . ■ . Q„ dati dall'equazione (1) si 
dimostra facilmente essere : 

per il che si avrà : 

"^r j: ari''' - " * '>''"- 1"' '■-' ''*■■■ 

-*-{r '^- m ì)pB pr-,m-l «e "r-nm-l |=py».-i «m-i 

nella quale ponendo fflss 1, 2, . . . n — 1 si hanno n — 1 
equazioni che sì possono sostituire alle analoghe che ol- 
tengousi dalla (1) facendo in questa t = 1, 2 . . . n — 1. 
annali H Stienxe Mat. t Fii. T. VU. febbraio ISSO. If , 
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IHTORRO GLI lltVABIANTI DEL TERZO GRADO 
DELLE fìiHuam OKOGENBE # DUE IMDB TERMINATE. 

NOTA 2.' 
È noto essere an corolliTrio della legge di reciprocità 
dell'Hetmite che le sole foDxìoni del grado ii atnmeHono 
invarianti del terzo grado. In questa nota espongo una re- 
gola semplice per determinare l'invariante del terzo grado 
della forma n =m 4* : 

y ^ a^x* -+- n«,x^' y -+- . . . -t-aa y". 
Indico con oCg l'invli'lffine quadratico detta forma ; 

9 ^ a„ ir" -4- ma, x^' y -+-...-•- o., y" 
supposto fli = 2i , cioè : 

«„ == 0^, — 2»«, o,^, -+-..- 

e rappresentando con A[f) l'operazione : 

d« / *, d« do 

da, dVi «Ca., 

pongo : 

I 1 

a,= — Afa») , «1 = — X Affli) . . . a„ =s A{a,^,). 

Se con l3,„ denotasi l'invariante cubico doUa funzione y* 
si ha : 

3l3,B « «o «n — »a, «ff-i *« ■■■ ■ «, a„-j 

— .,.. — BOa_, a, -1- On a, . 
Aggiungiamo ad esempio l'invariante cubico della fanzione 
di ottavo grado. 

I3,8 = flo «4 a» — 4a, ai oj — 4ai «a «» -+- 12a, o^ », 
i— 8ffi aj Oj — 8«a «3 (t; -— 22aa «4 «6 -^ 36flj «4 «5 

-•- 3a„a'6 -+- 3fl'a «s -+^ 24ojo'5 -m- 24o"3 «e -•- I5a\. 
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Hedì^Ble au legge ehe lu qualche an^t^ia colia supe- 
riore R ottangOBb, per formo di grado pari, altre funaìoni 
dei oodEcientì pure de) tera» grado y ma che n generale 
noB aOBO ùiTarìanti, la qwdi ùaienw agli lOYarìanti iga»' 
dratici e cubici entrano a foriMre ■ valori dei coefficiekti 
e, , e, . . . della equazione ai quadrati delle differenze. La 
legge a cai accenniamo é h scgoente. Consideriamo la for- 
ma y nella quale si supponga n pari , e la 9) nella quale 

■i sQi^aga »»« — <, ( » numero pari < -s-) . Sia a, 

rìnvariante quadratico di 9 e si formino le : 

1 1 

a, = - A(aJ , «> = 27 ^t"'' ■ ■ • f^v = ^{<x»-) ■ 

La espressione : 

2<(2i-l) 
Hs= a,aa, — ZIO, «1,-1 -I 1-^ <»aOtM-i -.--♦- auCt^ 

è il tqio generale delle funiiooi suddette. 
Per esempio siipponeado n ss 4 , ss: 2 si oHieoe 

e nelllpotesi di n ea 5 , s = 2 si ba : 

H =: 2(a, a, OS-*- Za, a, a» — a, 03 «4 — 3«^ «1 "s 
— «',«€ — 3o', S4 -H Sbj «'3 -4- 2«„ a'j) 

la quale espressione di terzo grado entra a comporre, co- 
me si é veduto sopra, il valore di £4 coefEciente del quinto 
termine dell'equazione ai quadrati delle differenze. 

APPENDICE 

Questo lavoro era già da qualche tempestato spedito al 
Sig. Prof. Tortolini, quando nei fascicoli di Settembre, Ot- 
tobre 1855 di questi Anuali ho letto le due interessaoti 
Dote, del Sig. Cav. Fàà di Bruno , sulle funzioni simme- 
triche delle radici di una equazione. Stante la relazione fra 
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l'argomento delta seconda di esse note, e quello del lavoro 
che precede cretto non inutile l'osservare che il Teorema 1.°. 
del Sig. Fai di Bruno che qaì trovasi' applicato alla ri-r 
cerca dei 'coefficienti dell'equazione ai quadrati delle diffe- 
renze è Qoa conseguenza dell'equazione 

e come tate venne da me presentato nella nota Sulla teo- 
rica degli invarianti (Gingao 1854). Ora aggiungo che al- 
lorquando questa equazione è soddisfatta la funzione f ha 
la proprietà che la somma dei suoi coefficienti numerici 
presi col ispettivo segno è eguale a zero. Il Teorema 2." 
è sotto un certo punto di vista incompleto , mentre vi si 
accenna ad una sola equazione alle derivate parziali , alU 
quale deve soddisfare il risultante di due equazioni, men- 
tre debbono essere almeno due; come baenunciato il Sjl- 
vester doversi verificare per un invariante qualsivoglia co- 
mune a due forme omogenee a due indeterminate. (On a 
theorj ef the Sjzygetìc relations et. Phìiosophical Traasa- 
ctions, Part. 3. 1853. pag. '516). lo sono però giunto a di- 
inostrare che il risultante di due equazioni dei, gradi m, n 
soddisfa ad IR -i- n equazioni alle derivate parziali lineari 
di forma affatto differente di quelle del Sjivester , e che 
io credo essere le caratteristiche per un risultante. Il quale 
risaltato spero poter presto pubblicare. 
22 dicembre 1855, 
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HICERCHE ALGEBRICHE SULLE FORME OMOGENEE 
A DUE INDETERMINATE. 

NOTA 
BEI. 816. PBOF. FBANCESCO BBIOftCHl 

§. 1." Adotlaudo l'ÌDgegnosa notazione del Sig. Cajley « 
indicheremo con : 

(«,.«.■•■ ««){«. y)" J 
la forma omogenea dell'ennesimo grado a dne indetermi- 
naie ; 

u = ub x" -t- na, a:""' y -t- ...-<- a„ j/". 

Lemma 1.° Siene f (^« y) ; '/'(^i y) due covarianti delld 
forma u ; qnalanqae Bieno le eostanti A , A , la forma se^ 
gnenle : 

flhx ~- *^'(y) . ky ->- hl,'{x) 3 

sarà un covariante della stessa forma u; cioè i coefficienti 
dello sviluppo saranno tutti covariaùtt di u. Questo teo- 
rema , facilmente dimostrabile , venne enunciato dal Sig. 
Hermite nella sua ìnt«ressante memoria sulla teorìa delle 
funzioni omogenee (*); qui faremo notare una importante 
proprietà dei covarianti ottenuti quali coefficienti ^eHo svi- 
luppo. Pongasi 

p — ~ 'P'iy) > ? ^ ^'(^) J 

il coefficiente del termine r -t- 1 dello sviluppo sarà « non 
tenendo conto, di un fattore numerico : 

Si indichi con (— r— ) is derivata rispetto ad x della fun- 
(') The Cambridfifì and Dublin Halhcmatical Joarnal. Ha; 1854. 
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2Ìone àr conaidcrande aeUa «edejjju* le p, f ^ttaU eoalM' 
li ; si ha evidenteiBeiite : 


, / di, •, ,d4A 


ma : 


di^ _ / d'ir \ dA, Ap dA, dj 
da: \ Ar / ~^. dp d^ ^ "dy di 


quindi posto : 


Ap Ap dff da 

'■^'di^'dj' '■=''s-"»di 


ed osservando che: 


ià, /iiir-,\ dir (di,.,! 
dp *■< 4« ^ d, '{ i, ■) 


si otliene : 


''--'' -dT ■"< dT - !'■■ lir> -^ '■ (ir)J • 


Bipeteado la (^eiHKioBe è evidente che yosto : 


d» dp d0 da 



giiuq;eei alla : 



dA, di, / di,. 



''"■■= f" -di' -"« d7 -'('" -dT -"«■ "dir ) 

/ di,,, di,.,\ 

■'-'•('^■-d; — '-ir)' 

Ora snppoDendo che la funzione <ji(x, ^) sia del grado s ri- 
spetto alle Tarìabili si hanno le : 
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dalle anali osservando essere ^ = — ^ si faannp le : 

^ da: dy 

«wepdo; 

£* i!l 

(te* djidy 

d> d'i;» 
dxdy dy' 
Si «vmino quindi le : 

ed «swwdo: 

dA^, da^. 

* ^' "" S' ^' = C{r-l)('-l)-(.'-.--»-l)W».. 

(supposte tessei^ • 'H grado del .novaa^nte ^ (or, y) ) ; si ot- 
terrà : 



w 



=«t-*«^''- 



-')„ 



l-V. 



d« » — 1 

nella guai fomhola è contenuta U proprietà cbe si Toleva 
stabilirei 

Lemma 2.* Sia f{a^ , a, , . . . «„') un invariante di gra- 
~Ao r della forma u; e connderando una sepvnda forma : 

/ = («„, e, . . . c„)(x, y)- 
di gnMio -in'!> « ; si swtituisoaB» oediaitamuite Aatl'inr*' 
rìante 9 in luogo di a^ , Ot . . . On ì» derivate : 

ix- ' dx-'^ly ■ ■ ■ ' dy" 
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le quali per brerità indicheremo con u„ , oct • ■ ■■ • k». La 
espressione : 

9)(of, ,«,,...«„) 

di grado r rispetto ai coefficienti, e di grado {m — «)r ri- 
spetto alle variabili sarà un covariante della forma /". In- 
fatti, si indichino con P, Q i simboli di operazione : 

d „ d d 

c„ -r K 2c, T 1- . . . -+- mc„~, r — 

de, dCa dc„ 

dco 'de, dc„_, 

si avranno evidenEemenle le : 

Ora: 

ossia 

d«^ . , , da, 

FK) = r«^, - » j;^ ■ QK) = (»-')«^. -+- '^ 

quindi 

do d® df da 

?(?>=«• ss; -*-'■"■ di "-•■■*""'- tó,-*-» di 

^^^' da, ^ ' d«i d«„_, dy 

-ed-e^endo la forma f quella di un invariante si hanno : 

r(f)-»^=o. Q(f)— 1 = 

le qnali dimostrano essere ^{«0 , «, . . . etn) nn covariante 
della forma/. 
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§. 2.* Si indichi con v il determinanle 



dV 
nel qaale u,, ^ ^— ^ ... ; e con te il determinante analo- 
go formalo colle derivate seconde di v. Il determinuite v 
é l'Hessiano di u, ed il tu l'Hessiaiio di v, od il post-Hes- 
siano di u. Il Cajley ed il Sjlvester già da tempo , ed il 
Salmon recentemente (*), generalizzando un teorema di Hes- 
se; hanno dimostrato che il post-Hessiano te é esprimibile 
in funzione lineare dell'Hessiajio v e della forma u. Se po- 
niamo per brevità 

d4« d*» d^u 

"• ~ d^ ' *■ ■" dx^y ■ ■ ■ "4 ~ d^ 
ed indichiamo con B, G le espressioni : 

o K4 — 4»! «3 -+-3a*a , a, a, aj 
«s «4 

le qaali pel Lemma 2-° sono covarianti della forma u; la 
espressione suddetta pel posl-Hessiano w è la seguente : 
(2) (n - 2)(n - 3)*» = n{« - l)(2n — 5)"C.» 

— (n — 2)(n — 3){2n — 5)B.t.. 
Una proprietà analoga sussiste per un altra funzione di- 
, pendente dalla forma u e dal suo Hessìano ed è la : 

5= «1, »„-+-«jiO|i — 2u,3 fu 
per la quale ho trovalo sussistere la relazione: 
(3) (n - 2)(n — 3) 5 = «(« - l)B.u 

Ciò posto si considerino le equazioni : 

(*] Cambridge Jouiiial. Esercices in the HyperiletermÌDabt Calcalus. 
Feb. 1854. 
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(» — 1J° «*, :^ n(n — 1)u U^a — x\ 
(« — 1)" u, Ma = »(«— 1}« u,i-^xyv 
(n — 1)* «', t=n^n — 1)m Wi, — y*o 

le quali ^ dediuone dalle notissime deirKulero pw le Cun- 
zioni omogenee; e si osserrì che moltiplicandole ordinata- 
mente ^^ «I, , — 2«,a , «11 , e sfHBiaiMdat riatfHatìn bm 
osserrande al v«Aove dì $: 

H) ^»-l)'(n— 2){«— 3)V=n'(«-l)' »«•— 9(n -2){2n-5)i)' 
«SieQdOM j)Wte : 



V=- 



». % 



Analogamente alle equazioni superiori si avranno le tre se- 
guenti : 

{2n — 5)' v', a= 2(n — 2){2» — 5)» e„ — a:'« 
(2« — 5)' v,vt ;= 8{o — 2){2« — 5)« o.,. -*- rcy m . 
(2n — ^' v'i « 2(« — 2)(2n — 5)« », , — y'te 

le quali molt^Ucate ordinatamente per u,, , — 2uia , «n 
e sommate avendo riguardo al valore di V danno : 

(it — 3)(2« — 5)' D =2it,(» — l)(2o - 5) ÌÌuv—H{n—i)uw 

e pel vatove di w : 

(5) (n-2)(»-3)3(2n-5) U = 3n(n-l)(n-2K«-3)Bw 

_ „»(« _ 1)'2(« - 5)Ch". 
essendo : 
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Dai dae pvppi di eqoarimi snpemri 4ed«ee8i Mcèe la 
segneate relazione : 

(« — 1)'(2» — 5)' »■= 2ti(« — IXn — S)(S« — 5)i<ti» 
— n'(n — 1)" «■» — 4(» — ì)'{2i, — 5)-t.' 
nella quale 

3 = B,Wa — Oa«i j 

e pei Talorì di 9, w ri ottiene : 

(6) («— !)*(« - 2)(« — 3i"(S» — SfS' 

= &■<» — !)<<• — 2)(s — 3) ai» 

— •'(•— Ifta»— 5)C.' — 4<»-2)'(2»-5)i>'. 

Agginngiamo anche le segnenti doe relazioni facilmente di- 
mostrabili : 

(2. — 5)V,= »i.», (.-lìC =2(«— 2)o' 
easendo : 



T,= — 



« », Da 



1 e «I 



D, = - 



1 



Si osservi che le U, V, d pel Lemma 1.° sono corarianti 
della forma v e che supponendo nel Lemma medesimo 

9(i,j)=ti, t(x, y)=u 
la fonnola (1) nella ^aale tacciasi r s=: 1 dà : 
dS d» 2(» — 8) , 

oy dr n — 1 

e quindi ponendo 

« d» 

bì Ila pel Talora di T : 

(7) («-l).(»-2)(«-3)8, 

= 4(» — 2)(n — iy — «'(n — 1)'B«". 
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' Si osservi, che le forinole trorate sussistono qualanqi^e sia 
il valore di n, faorcbè per n ^ 2 e per « = 3. In quest' 
nUimo caso indicando con D il discriminante della funzione 
stessa si ottengono le : 

io = 36D, 9 = 0, 
e quindi : 

2V = — »» , U = — 6'D« , . 3' = — 9.36Du' — vK 
22 Dicembre 1855. 

SULLE FUNZIONI ISOBAHICBE. 

NOTA 
•EL CAV. W. Vkk' M BBUNO 



Nell'analisi finita, infinitesimale o simbolica egli. arrìTa 
sovente d'incontrare delle foDEÌoni razionali ed intere di 
certe date quantità (a, a, a, ... ) tali cbe in ciascuno dei 
loro termini gl'indici di queste soddisfino all'equazione 
(1) O.oto -H- l.«, -^ %a^ ^ 3.«i -.- . . . = n, 

essendo (a. , «,,«,, a ) gli esponenti rispettivi di (a;„ a, 
a, «3 . . . ) ed m uu numero dato intiero. L' impiego fre- 
quente di dette funzioni , che oggigiorno si fa forse più 
evidente, mentre per Io innanzi era quasi come latente 
nell'analisi in causa di una inopportuna disignazione delle 
quantità, merita per agevolare il corso delle idee e delle 
ricerche, loro si applichi un nome speciale. Il Sig. Cayley 
in una sua lettera me ne propone uno che mi pare assai 
conveniente» quello cioè di funxxom iiobaricke. Chiamando 
perciò peso la somma dei prodotti, degl' indici delle quan- 
tità componenti un termine per i relativi esponenti, si dirà 
che una funzione razionale ed intera è isobarica allorquan- 
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do il peso sarà costante per tutti i termini. Lo stato di 
una funzione dotata di tale proprietà potrassi eziandio ap- 
pellare equipollenza. Chiamiamo ancora fattoriale ìi pro- 
dotto i. % Z . . . 1 1 l il modulo della fattoriale, e funzione 
iaoborica fattoriale qaella funzione isobarica iu coi siasi di- 
viso ciascun termine per le fattoriali aventi per modulo gli 
esponenti che vi figurano. 

Quanto siegue sarà sofficìenle, io ipero, a giustificare la 
utilità dì tali denominazioni , e sopra tutto a far vedere 
come d'ora innanzi i calcoli tutti abbiano a guadagnare in 
chiarezza, semplicità e speditezza per la considerazione dì 
si fatte funzioni, e come alcuni fra essi considerati finora 
quasi di una impossibilità pratica sì effettuino invece colla 
più grande facilità. 

Notiamo con P„ una funzione isobarica di peso n e di 
grado l) e con P'(„) una funzione isobarica fattoriale di 
grado l, avremo perciò sotto le condizioni 

(2) Xt-.-2X,-.-3X3-*-. ..=n 

(3) X,-.-X.-^X,-^A3-^... ^l , 

j j » ), 

(4) P/^SCa." o.' o,' flg' 

) ì j i 

«e," O,' Oj* O3 ■ . . 

<5) P(,„ = ^C n{XJ n(X,) n(X,) n{h) ' 

ove G è nn coefBciente qualunque d^erente per ciascnit 
termine in generale, e n(Xj) ^ 1. 2. 3 ... t. 

Se la funzione isobarica fosse omogenea la condizione (3) 
diventerebbe 

X„ -^- X, -^- X, -f- X3 -^ . . . =1. 
Ciò posto si hanno i seguenti teoremi 

1." Sia f(\f) una funzione qualunque della variabile y le> 
glia ad .un altra x per la equazione 
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» = «») 
H avri: 

^ = D-ff;., - « 9- p;,- B? f • pf., -■•• -»; p- p,:, 

ove P'(n) indica io generale am finzione isobarica fatto- 
riale delle quantità simboliche 

T ' 1^2 ' 1.2.3 * ' ■ 1. 2. 3...B ' 
Questa non è altro che la formola da noi già data in que- 
sti Annali (Novembre 1855), messa sotto altra forma. 
2." Supponiamo 

f(x) =:a,-*'a, tn-^-Otx'-fOji^-*-. . . . 
si otterrà immediatamente lo sviluppo dì x mediante la 
fernula 

== Ja^(r'..P|'., -.- fX»?., - f'Ki * - - »'"'«X.i) 

Cosi a modo di esempio si avrà quasi istantaneamente pel 
coefficiente di x^ 

_,_«ivo __'__» _^ _L — 2 — L 
^ " 1.2.3 1.2.3.4.5 

Qualora si avesse f{aj = a'"^ si otterrebbe per lo sviluppo 
dd polinomio potOKiale 

(«„ -+- a,» -<- Ojic' -*-...)" (•) 

(*) Si ha pure queito risultalo ungoUre circa lo ivilnppo della fuD- 
GÌo6 che 

»., *., ».i . . . . eMendo le Kunine delle poLenie —I, —2, —3, ... 
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l'espressione 

Ix" (maT^ P',) -.- m{m *- I)ar^ Pj'„) 

-i- m(m— l){m— B)ar-^ Pf-.) -^- - ■) • 

Cosi per m=i , r=5 ai ricaverà il coefficie&te 

3. Sia 
si avrà : 

1 =2».r_ i- p;-. a p. _ (51 p;^,.,=t-W--p-l. 

y Li», a„ o*„ a„"*' "J 

Se ora posto 

X =is fij -*- A,* -f- *a*' "-*- h^^ .... 

si Tolesse sviluppare — secondo le potenze ascendeoti di x 
si troverebbe eTÌdentemente pel coefficìeote di gf : 

1,, r_ JL p. .^ a p- . _ (fL p' ^-^...J^=l p-i 

l o „ "■' o*„ "-' a''^ "-' Op"-"'» "-"J" 

Consideriamo come applicizione l'espressione 
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fu ^ a^ H" -4- a, h"^' -4- o, «■"* - 

f« = A^ u" -f- A, «""■ -1- 6a »""• ■ 

) proponiamoci di trovarne il valore. 
Osserviamo pertanto che si ha : 






Ora è noto che in generale 



1 1 

è il coefficiente di — -^^^ nello sviluppo di — secondo le 

1 1 

potenze ascendenti di — . Facciamo dunque — ^ x, e la 
« ' « 

formola precedente agevolmente ci darà: 

j,=z4-4-p'^^2?-p-,.-fflp' -...1 

Sia r = 1 , si avrà : 

j, = * j- 4- P'. - ^ p.- V ».r- -- p'. 1**. - 

3i = -J-l 4oK' ~ "a) — *l «. <*"• -^- *i <•% I • 
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Si troTa cosi molto più facitmeote il risaltato già dato dal 
Sig. Brioschi a tal proposito nel giornale di Creile. Osser- 
verò qui intanto che la forma di determinante , sotto cui 
egli pone à^ non è se non un caso, particolare di questo 
teorema da me troTato ultimamente : 

R coefficiente di a" nello sviluppo di — »econdo le pólen- 

xe ascendenti di x è eguale a : 



(-1)' „— 



i„ 


a. 











. . . 




«. 


a^ 








.. . 




«. 


«, 


a. 





. . . 




«j 


«2 


a, 


"o 


. . . 
. . 



Tale formola permetterà di esprimere esplicitamente in fun- 
lione di (6„ 6, . . . o, a, . . . ) i residui di Stiirm relativi 

a — - come farò vedere un altra volta. 
/« 

4. Quanto abbiamo brevemente indicato sullo sviluppo 
delle funzioni a una sola variabile basterebbe a dimostrare 
la superiorità dell'impiego delle funzioni isobariche a qua- 
lunque altro metodo conosciuto finora per risolvere una tale 
questione. Per lo sviluppo poi delle funzioni a più varia- 
bili si può dire che l'analisi tace. Ma mediante le funzioni 
isobariche esso si farà in un modo di una sorprendente fa- 
cilità, ed ignoto per'lo passato. 

Sia adunque per esempio 

annali ili Seteiue Mat. e Fis. T. VII. Mano IS56 6 
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X :±= f{a^ -*- a'x -*- a^y -t- o"»* ~<- a', iry - 
-+- a"'ic* -*- «"j x^y -1- o'y3;j(' -1- a„, y' -i- a'' 
>7 coe/^ient( di a^ y^ npUo sviluppo »ar4 : 

«■'«„ P' -+- faV' -^- ©'"a„P' -t- h- 

(cì) (p.fll (?,«) 

P'(p,j; indicando una funzione isobarica fattoriale di peso p 
rapporto agli indici superiori, e di peso q per rapporto agli 
indici inferiori dei coefficienti di x, y nella f. 

La dimostrazione ne è altrettanto semplice. Mi conten- 
terò di accennare cbe ta doppia equipollenza si deduce 
cambiando x, y in Ax e ky, che la funzione coefiSciente di 
f'(a^) oltre di essere isobarica sia Eattqriale , si dimostra 
preudendo 

y = y" =t (« ^ a, -1- a, -I- «3 -+- . . .)« 

a, eci ttì . . , indicando-i polinomj in xy di grado 1, 2, 3... 
Id generale ciò y&rrh per qualunque numero di variabili. 
Si avrà cosi ! 

ffl'A.P" ^ ip"A. P* ^ «'"A.?' ^.,.w- ffl'P-H+r) pP*^+> 

(P.?.!-) (p,1.i-ì (p,«,r| ir,ì.r 

pel coefficiente dì af y? z'' nello sviluppo di 

y[A -*- AV -t- A,y -+- jA2 -*- A"«* -t- A„ y^ -t- ,jàs' 
-1- A', xy -»- ^A'xs,-+- jA, ya r+- A"'x^ ^+- A"'x^ 
-^ A,„ y3 ^ ^_ 4,3 ^ . . . ] 
e 

o/Q, P' -t-p"0,P^ -*-aj"'u.P^ -1-.., 

(F.*.r^) (P.9,r,*| (^-W.r,.) 

pel coefficiente di V y' x"" W nello sviluppo di 

f{Q -I- D'x -+- D,y -*- 'Ob -I- DV -t- D„y' 
'+-„Dj|!'-t-"Q«'-»-. . . ) 
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me in generale Pp,„,... ìndica una funzione bobarica dì peso 
p, q, T, s . . . per rapporto agli indici corrispondenli alle 
variabili x, y, s, v . . . e Ai grado t per rapporto alT in- 
sieme delle quantità che vi entrano. 

ESEMPI! 

per U funxioM a due- variaiili. 
Il coefficiente di x'y sarà 
z= ya.-ff' -^9 «„.(« a, -t- a^ar) -v-p a„. — — - ; 
il coefficiente dì xy^ : 

= f'a^ a'iii -t- f"<i„(o' a',„ -*~ <»'„ a, -+- o',»,,) 

il coelliciente di a:' J* : 

_, ,, „ / o'*,, „ t ,\ 



a*, a,, a'* a', a' a', \ 



oro" 



1. 2. 3 / 

a" a\ 



Per U funzioni a tre variabili. 
1 coeSicieD(« di ai'ys sarà : 
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= j/4. ,4," -1- 9"A.(,A', 4' -1- .4", -^ 4', ,4' -t- A" ,4,) 

-f. p'»4, (^-s^ -t- 4"4, ,4 -f- 4'4', ,4 -.- 4' ,4' 4,) 

4" 4, ,4 
^i..v4.-^, 

5. L'equipollenza da me trovata nella nota di Ottobre 
1855 della risultante dall'eliminazione fra due equazioni 
omogenee a due variabili si estende alla rbnltante dell'eli- 
minazione fra un numero qualunque di equazioni omogenee 
a pari numero di variabili. Inoltre chiamando R questa ri- 
multante , «p , ^ ,,..o il coefficiente del termine in xPy^z':..v' 
nella i" equazione (l'indice o corrisponde ad una qualun- 
que delle variabili), e dap,,.^,,... ciò che diventa il coef- 
fficiente del termine simile dopo di aver cambiato una va- 
riabile in se stessa più una quantità qualunque nelle di- 
verse equazioni, si qvr^nno tante equazioni delta forma 

m.a"> ^^ =0 

',«,',' dap,,,r,5 

giacché SOQO le variabili meno una ; uno dei 1 estenden- 
dosi ai coefficienti di una medesima equazione, e l'altro a 
quelli corrispondenti delle altre equazioni. 

Trovo pure, cosa forse ancor nuova, che in generale es- 
sendo m il grado delle equazioni, ed n il numero delle va- 
riabili, il grado ed il peso della risultante , sono rispetti- 
vamente espressi da npi""' e {n — l)m". La dimostrazione di 
tale importante teorema , che mi è sfuggita per qualche 
tempo, non e difficile. Nulla manca perciò per calcolare 
pon questo metodo la risultante suddetta. 

6. Le funzioni simmetriche delle radici, epperciò gl'in- 
varianti, come l'ha dimostrato pel primo il Sìg. Brioschi , 
sono funzioni isobariche dei coefficienti. Tale proprietà si 
rileva facilmente dalla mia nota (Settembre 1855). Darò 
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qoi ìd ultimo, come applicazione gl'invarianti primitivi di 
una fuozione di 5." grado, «he ho calcolati ma senza molta 
pena. 

7. Si calcolerà facilmente una funzione isobarica seguen- 
do questa regola che propongo , e potrebbesi chiamare la 
regola ieìl'anteretro. Si prenda la lettera pertanto l'indice 
eguale al peso , per esempio , a„ , Si tolga da una parie 
una unità all'indice, e si aggiunga dall'altra a, , e cosi di 
segnilo^ e partendo del resto da un termine qualunque si 
faccia avanzare l'indice di una quantità, retrocedendo quello 
di un altra di quanto ha guadagnato il peso. Vogliasi per. 
esempio calcolare la forma dell'invariante di una equazione 
cubici! 

tt^x^ -+- 3a, x'y -i- Sa, xy^ -t~ aj j/' 

Il peso in questo caso deve essere 6, ed il grado 4. Si parla 
da a„ a, a, a^ per esempio, e si retroceda a^ , a^ , a, cam- 
biandoli in Uj a, a^ ; bisognerà d' altra parte aumentare 
qualcheduno degli altri indici. 
Si avrà cosi successivamente 
a, a, a^ a^ 

a*, «*j {ai retrocede, o, avanza) 
a, o^j (03 retrocede, a, avanza) 

ti*, «t (a, retrocede, a^ avanza) 
a'„ o'ì {«1 retrocede, Oj avanza) 

Vogliasi ancora calcolare la forma delle funzioni indicate 
olla fine del paragrafo % Si otterrà mano a mano, parten- 
do da ajt a^ 



a 


a 


a a 


«4 


1 «5 


retrocede 


"0 


avanza 


a. 


«! 


«0 «a 


ti 


\ H 


id. 
id. 


"0 


id. 


ffl. 


"0 


a, a. 


«» 


id. 


«, 


«. 


a, a 


03 


\ <*i 


id. 
id. 


ffl„ 


id. 


a 


a, 


a, a 


"a 


id. 


a, 


«. 


a, 0, 


«I 


\ a» 


id. 


*« 


id. 
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Questa decomposizione che abbiamo qui inilicata per farci 
comprendere si farà agevolmente coi pensiero, e quasi nei 
tempo ricbiesto dalla scrittura si svilupperà un coefficiente 
qualunque. 

Invarianti primitivi della faniiane di 5' grado. 
o»s -*- 5W -1- 10ci> -.- lOir" -1- iex i-f 

Invariante di 4° grado. 
Ij = a'f 1- 9iV — 32c'd' — VMef -•- iatdf — libcde 
— 48(M' -.- c'«) — li(b'df-t- act') -^ n{ie'f-- aef). 

jKvariante di 8° grado. 

h= — ÌW ti -^Seid> — 42SS d'/ -ìla'eVf -^ a'i'e'f 

-I- a'edf^ f We'd'e —SWtde' -^- 25J'r'(iV 

-.- ì33ai'cdty — ZiOaie'd'er-<-iU'Mef 

— 2{b^P -t- aV) -- 18(W6 -H- cfi.') 

— 38(ac««' ->- i'dif) — l^aéf -^ a'df) -^- 24(o"cV 
H- iid'f) -t- 38(4'cV -^ sys»') -^ 18(4"iy -^ o'Jte') 

— ìi{be'd'-^c'd'e) 

-t- ^ai'cP -4- o'de^ -4- 12(ocVel -^ 4V<!y) -f- 6(oc'«« 
-f icid'f) — 54(a4-ce4 -^ 4«ty) _ 9(a4ii5. -i- iifef) 
-^- 3(oJMV -.- 4V«y) — 42(o'cey -^ 4VJD 
-4- lì{aVif — o'4iiy") -»- 5(a"4iW -^ 4t«e/") 
_(a"4'J^ -^ «'«y) — 57(4e(i«" -». 4-c<!4,) 

— 30(o4Vef -.- u'SJ'ey) — 18(<i4c'ey-t- aiVe/) 
-.- 93(o4<:(i</-<- ori drfl — 42(o4<»iV -.- ItVdef) 

— l^atc'df -I- a"c(l'«/) -^- 116(oSc'iie>-4-4'rii"j^ 

— Hat'dtf -1- o'4rey) — 34(»4"cii"/' -«- o'c'&y) 



„Googlc 



(87) 
tmaHanti di 12." grado. 

■^ ÌWfi -t- 16«»ci6 H- 27(c"'/" -.- a"ii' • ) -.- 4(rte' -^ iV9) 

— 4(oM/1 -►- atd?p>) -f- 40(iic>iP -i- c'i'fl -^ 83(«"c'# 
-1- c«ire*) — 14(o'JV -.- iVf) -*- 16(«««t -f-ò»<I//) 

-^ 4(4'cW ^ Jt(iV)^32(4ie'eS-aS|i>«i)-72(Sc4J7-.-e7ii(«) 
-^ 16(o>e>.« -^ Wfl -^ 3(»«ii'e« -^ iV/<) — 24(ii"cV 
-►. *S|(i/-)_3(o<c«l -4- (7ifi)-^3(<.'iV — ii.'n — ISoiV/ 
-,- llOeoey'f — a'K^C -4- eSoMiit/' — 22o'«>ii'/' 

— o<cM"/1 -.- 330Sc'(I'« — ÌÌWcdt^ -r- mb'édit' 

— SeOi'e'dV -^ 713*lc"ii'«l — 30(a4«(is -^ sMefl 

— 10(«Mc'/» -^ lAdef) — 222(<iciii»e -.- itWft 

■.-102(»i«'.s -»- JScVfl - 36(»i<»«« -.- 48(fc»n — 4(aS'c(eS 
-1- hMii'f) -<- 138(<iJWe' -.- b'cVf) -f 48(<i4-ii«« -•- Wj'fl 
-^ 292(ik:S|iSt' -t- i'tW*/) — 180(«"eJ»« -i- ic'Jf ) 
^ 428{aV<i«e' -►■ JVii"/') -.- 78(a"M)«' -i- JVefl 
-*- l94(o'c<d"iii -^ «V*f ) — 440(o'cWe'-t- JViCn 
-.- T8(o'*"*/'-t- ocIiPn -t- 39(o«J"ii<et -.- Mete'n 

— V^n'h^S -w di'ef ) — 4{o** Ve» -I- V'd't'C) 
-.- 62(«'(/«e'f" -t- «"i'JSn — 30(<i'i'(fc« -.- 4«c«'rt 

— 16(«V.V" -^ «ViUffl — 22(<i'MV -I- JVef ) 

— 60(aVii'«» -I- bVd'p) -^ 56(o'rf4<( -t- J>e)d/») 

— 6(oWff -<- o'o»*/'') -t- 18(«'*e/'-^ oJei^) 

— (o<c"«l/" -.- o'MJV) — lOloWM/--.- oMeY) 
■*■ «(oWs'/" -)- «■«■ci/') — 56(Srt*' -.- J>cilJ«) 

— 854(*A1V -I- JViCe! -f. 550(*Vd"e« -i- tVdV) 

— 246(6WJ«t -I- J)t*e') 
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+- 308(aiVd.! -*■ b^cd't'f) - 804(o*c'iiSf -.- 4VJ'«n 
-t. 1246(i.JViBe« -^ h'éP^'f) -^ 234(<ii"jiiY "^ «e'*"/) 

— 516(o4"<»J8e" -^ iVifc'O -<- 136(ofc!|fe< -►■ «"«d'efl 

— 204(<i4Ve</'-^ «*UVfl — 128(oic6<V -<- oSWefl 

— 342(<i«6(iV-^ oie'iiSfl -^ 206(<iii;<ii"e" -i- *V(««n 

— 652(oJVii'«4 -»- J(c"((V/) — 590(ii4'«JM -aic>ife>n 
-4- H2(aS<i»ef -^ a"4rf.(/) - 164(o4'iiV -^ <■"*:•«■/) 
-)- 394(oSV*/' -^ a'MVf) -t- U{ai'cdfi -*- aicdi^f) 
-(- S06(ii*c'*« — ic'd'ef) ■*- 30{at'c>ef -.- o'Mfe'/) 

— m{abVdf -.- aW«"n — 1 iiafce'f -^ a'b'ii'f) 
-^ UiaHed'P -^ o'e'ifctrt — 324(<ifcVf ^ a'e'd'ef) 

— 90(o*'»'«'r ->- a'b'eVf) — 3%iibH'if -i- «'fcV/) 
^ i6{ab'c'd'f -*- aVd'e'l) -i- 50(aJMe'f -t- o'i'c»*/) 
-^ 60(oS<c"e'/' -^ o"S'iiW/l — 54(a'fc'J«5 -^ b'c'di'D 

— 108(iiViJV -^ o"*i-"iJ5n — U{aVcVf -^- a'ò'd'e'f) 

— 294(o'Se<i'e" -*- b'e'def) - 28(o"SAf -^ o'M'.f ) 

— 16(ii"4V(i/< -)- aicdVf) 

4^ 54(o"Jc«7' -<- oVdlcf ) — ìm{a'be'd'ii -4- Me'JV) 

— iO{a'b'i'd'f — a'cVe'fì ■*■ ì(a'bide'P -^a'b'aif) 

— 14(ii'4Ve"f — a'ÒVt'f) ■*- HaVcd'i' -^r- bVde'fì 
-^ 36(a'Mtf' -*■ a'bcdlf) -t- »{a'bc>dft -•- akdhf'} 

— 6(MeVf -I- aVdhf) — 24(o"Scde'> -h- i'cdtf) 
-I- iiabVd'e'f^Saabiedeff^ lOlSaòcldtif 

— 714«iVilV/'-t- Sìa'be'd'ef -.- 168o"6"c'<lVf 

— 132«'J>cd('^ - 4»'J"rfe"/'— 50o>JcVef 

— 168(oJ"c"iiV-4- aicVi'D -I- mi{ab'cidi'f -t- ab'cdk'D 
-^- 2M{ab,fdtf -^- a'bed^ef) - 48(<i4«'re"/* ^ a'4"«"tófl 

— 170(a4We/° -^ a'bcVe'f) — 48(oJ"ai<«/' -.- a'iVe'f ) 
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— i2{ab^éd'ef ^a'bc'die'f) — 30(a*W c'de^-f- a'b'cd'e^f) 

— 2{abh3deT ->- a'b'cdh'f) - 48{ai4cd'e*/' ->- aH^c'deif) 

— 82(a'òhd'tf^ H- aHc^deY) — 30(a'i'c»de/3 -,- aHcd^Y) 

— 170(a'ic'd'eV-i-aóVd»/«). 

Parigi 2 Febbraio 1856. 

SUL TEOREMA FONDAMENTALE 

DELL'INDUZIONE ELETTROSTATICA 

NOTA 
DEL PBOr. A. NOBILE 

Tutu sanno che, messo in presenza di un corpo elettrizzalo 
un conduttore isolato, vi si svolgono due principi! elettrici; 
e ulano ignora che i fisici suppongono liberi tali principii, 
dotati cioè di apparente tensione, e distribuiti in maniera 
in un conduttore cilindrico, che dal suo estremo prossimo 
alla sorgente elettrica ad un punto medio più o meno di- 
stante dagli estremi, con ordine decrescente, si trovi uni- 
camente elettricità contraria a quella del corpo inducente; 
e che dall'esiremo remolo a quel punto medesimo, del pari 
con ordine decrescente, vi si manifesti solo elettricità del 
medesimo nome. 

Ma quelle due elettricità, che si svolgon mercè l' inda- 
zione, si trovan esso veramente libere e dotate di tensione 
apparente nel senso che i fisici danno a queste parole , e 
distribuite nel sopradetto modo ? Questa fu la domanda che 
a sé stesso fece il Melloni alquanti giorni innanzi che da 
immatura morte fosse rapito all'onore dell'Italia; e la ri- 
sposta che gli porsero le sue ingegnose esperienze fa con- 
traria alle idee comuni; imperocché le esperienze mostra- 
rongli: esser dissimulata l'elettricità contraria all'inducente, 
libera 1' omonoma ; andar quella decrescente dall' estremo 
prossimo al remoto; e questa del pari decrescente dal remoto 
' al prossimo. 
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S fatta qniMiane -è sopra nodo importante, perchè si lega 
al Tatto primitivo della elettricità, ed al teorema fondamca- 
tale dell'elettrostatica. E per6 ben meritarono della scienza 
coloro che tolsero ad esaminarla unicamente con lo scopo' 
di coglierne il vero, o almeno sceverarlo dall'errore. 

Quando il Melloni palesò ì suoi dubbi intorno all'antica 
dottrina testé rìfertta, e mise innanzi ^uel «nov* principio, 
io non esitai punto ad abbracciarlo , trattovi meno dalla 
forza degli esperimenti all'uopo invocati, che da un bell'ac- 
tordo che scorgeva tra il medesimo prineipm ed alcuni fatti 
irrepugnabili, di cui (a fisica é da gran tempo in possesso; 
e pia ancora dalla poss^lifji di poterlo ricavare come con" 
segnenzadì questi fatti medesimi. Laonde, oel tessete l'elogto 
istorico del Melloni poco dipoi la sua morte , lasciando a 
questo grande la gloria di essere state il primo « porre i» 
campo dubbi , e richiamare V attenzione -de' figiei $u di un 
punto importantissimo della ncìensa elettrica^ 'dissi ohe quefl« 
sne deduzioni rientrammo n^le dottrine òene intete della eiet- 
trfcità che i fisici cfiiamano dissimulata} e, per non riuscir 
soverchio, accennai allora, in una brevissima mrt», le pruove 
che mi parvn^ all'uopo suflScìenli. 

Questa nuova dottrina, nondimeno, è stata impugnata -Ai 
alcuni fisici, e da altri accolta ed ampliata; e «quella mia 
nota, ed un'altra molto autorevole, perchè del celebre De 
la Rive, vennero pubblicate in varie raccolte scientifiche, 
e ristampate anche separatamente come di sostegno alta me- 
desima dottrina. La qual cosa, indipendentem^ite dall'im- 
portanza dell' argomento , mi caccia quasi nell' obbligo di 
svolgere alquanto il concetto che allora , per angustia di 
luogo, troppo brevemente espressi; di rammentare akane 
nozioni che condurrebbero a conseguenre Inesatte, quando 
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Ben fomero intese nel f«ro senso; e di aggiangepe aovelii 
esf erinenti, che per avventura sea^branni tanlo ostili all'aa- 
tica dottrina, qaaoto faTorewjli alla nuova. 

Nella disamina delie esperienze conosciate e de' fatti dai 
qnali io «redo debba emergere la verità che si cerca , io 
non anderò panto oltre i fatti medesimi e le leggi da cai 
80D governati; e farò astraEÌone da ogni ipotesi intorao alla 
natura dell'elettricità, ed anche dalla laminosa teorica elet- 
Irostatica dell'illostre Faradaj, da cui forse potr^be dedani 
non piire il prìocipio che prendo a dimostrare, ma eziandio 
ì fatti e le esperienze allegate dal Melloni. £ se talvolta 
userò espressioni cbe sembrino accennare a talune ipotesi, 
si abbian come mere abbreviazioni di linguaggio, cbe ram- 
mentino non altro che fatti. 

' Se due dischi metallici isolati, carichi entrambi di eguale 
quantità di elettricità contrarie, si mettano convenientemente 
in presenza l'uno dell'altre, e si lascino divisi da uno strato di 
aria, o da qualunque altra materia isolante; sì sa che questa 
materia oppone un ostacolo alla rìamone o rìcompoBÌiione 
de' due principi!, ma non si oppone punto all'azione per in- 
fluenza, ch'essi esercitano l'uno su l'altro; anei è tale questa 
influenza, quest'azione attrattiva scambievole delle dae elet- 
tricità, da vinche la resistenza del corpo isolante, quando 
questa non è forte abbastanza; e rendere insensibile, quando 
ciò non avviene, la loro azione so i corpi circwtanli, ce- 
landola quasi del tatto: non altrimenti cbe faono due ele- 
menti chimici, che, congiunti insieme, o tendenti a con- 
^iuogerti per Cu-te affinità, non risentono le azioni minori 
cbe esercitano altri elementi su ciascuno di essi separata- 
mente. Quella forma adiwque che assumono i due principii 
elettrici , quaUinque essa sia , quando esercitano tra loro 
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un'azione attrattiva che non vale a vincere la resblenza ad 
essi opposta da un coibente interposto, e che li rende im- 
potenti ad esercitare manifesta azione sa i circostanti corpi, 
é appunto ciò che i fisici addimandano elettricità dissimulata, 
o nello stato latente e senza tensione apparente: denomina- 
zione che esprime un fatto, senza più. Ho voluto ricordare 
queste nozioni, perchè la più parte de* dubbi mossi contro 
■1 nuovo principio, parmi che abbiano avuto origine dall'es- 
sere state esse intese altrimenti , non ponendosi forse ben 
mente a' surriferiti caratteri della elettricità delta dissimu- 
lata ; talché non mancano valorosi fisici , i quali trovano 
anche nel fatto primitivo dell'elettricità , ed in tanti altri 
simìglianti casi d'influenza una ragione per negare la scam- 
bievole dissimulazione di una parte delle contrarie eletricità 
sembrando loro incompatibile dissimulazione ed attrazione, 
mentre tutto dimostra che la prima è una conseguenza della 
seconda; e che quanto più questa aumenta tanto più quella 
diviene eslesa. 

Non sembra che sia essenzial differenza tra elettricità li- 
bera e dissimulata, essendo entrambe casi d' induzione di 
€ui non sappiamo renderci ragione, e l'ultima di esse quasi 
conseguenza di forze contrarie che tendono scambievolmente 
a distruggersi. E forse verrà tempo in cui, maggiormente 
addentrati i fisici ne'miateri di questo proteiforme agente, 
sarà per disparire quésta distinzione. Ma , poiché é loro 
mancata la guida di una teorica del tutto esente da obbie- 
zioni, han distintala elettricità in libera e dissimulata, o 
in elettricità di tensione .e latente senza tensione apparen- 
te; e perché, d'altra parte, han riconosciuta quest' ultima 
forma ne'due dischi , nel quadro magico, nella boccia di 
Leida, e nel condensatore, ne'quali figurano sempre due con- 
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dntforì Ira uno strato coibente, era mestieri esaniÈDar« se 
le due elettricità che si svolgono in un conduttore isolato, 
in presenza dì un corpo elettrizzato , tì si trovino ambe- 
due sotto l'una o l'altra forma, o ciascuna in uno stato 
diverso. 

Un conduttore isolato ed un altro elettrizzato, dlTÌsi da 
uno strato di aria, costituiscono un sistema non dissimile 
da cotesti apparali; e perà nella citala noia, dopo aver ri- 
cordato tal simiglianza, conchiusi con le seguenti parole : 
« Il vero meccanismo della natura nelle azioni e reazioni 
» elettriche è involto in dense tenebre 3 ma mi parrebbe 
» molto strano se si ammettesse, nel caso della boccia, del . 
» quadro magico, del condensatore ec, una reciproca forza 
» dissimulante, che mantiene nello stalo latente , e senza 
H tensione, due porzioni di contraria elettricità, e si esclu- 
» desse del tutto nel caso testé allegato. La conseguenza 
» logica che emerge dai fatti e dalle dollrìne adottate da 
» tutti i fisici intorno all' elettricità dissimulata, indipen- 
» dentemente da nuovi esperimenti, é appunto, se una forte 
» illusione non m'inganna : cbe il corpo inducente svolga 
» ed attiri sul corpo indotto tanta elettricità contraria , 
» quanta può mantenerne nello stato latente e senza ten-. 

Ma, indipendentemente da cotesta simiglianza di appa- 
rati, noi possiamo trarre altre convincenti pruove del di- 
verso stato delle due elettricità, se poniamo ben mente, ai 
soli fenomeni conosciuti che ne porge U caso in quistìone. 
Ed invero, nel conduttore indotto isolato si svolgono i due 
principii elettrici, e ciò è un fatto su cui non cade dub- 
bio alcuno; ed è del pari incontestabile che , mettendo il 
medesimo conduttore in comunicazione «ol suolo senza sot- 
trarlo dall'ini! uenza, toccandolo in un punto qualunque, vi 
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rimue solo la elettmilà coslrwìa, e vi rinuae dissimula' 
ta. Ora, qaesti due fettì, che apparonteiseate senJtoaao di- 
versi^ svbO mizb dubbio due simili easi di iaduioDe: im- 
peroechè il metter» in comiuiicazisne col suolo aQ'Cvsdttt- 
lore che trovavasi isolato ed indotto, non é altro che ftg- 
giangere a questo la massa dclte terra fònaandone nii< sftlo 
enorme eoadnttote, che diEFeriec« dal prim» semplie«rae»to 
per la fìwma e la mole. II che porge un forte criterio p«r 
supporre io ambi i casi l'elettricità contraria nel mederamo 
stato, cioè dissimulata. Né il pian di prova adoperato alla> 
maniera di Goutomb, che ci dimostra l'eletlricilà sen»U>ilo 
quando si è distaccato dalla parte prosuma del condnttwe 
indotto, deve farci supporre altrimenti), che , anche qttaa^ 
do, coll'istesso metodo , ci facciamo ad esplorare il mede- 
simo conduttore indotto, dopo che fu messo io comnvica- 
zione col suolo, troriamo elettricrtà libera ; e nondimeno' 
nella propria sede erari del lutto dissimulata. Perchè dun- 
que non supporre nell' altro caso simile la medesima tra- 
sformaiione ? Pisrchè non attribuire, come opinaTa' il Mel- 
loni, ar predominante principio contrario dissimulato dive- 
nuto libero, ciò che ci mostra il piano di prova ? Le espe- 
rienze del Coulomb rimarrebbero sempre quali documenti 
preziosi nella scienza: se non che una delle elettricità che- 
eglì misurava dovrebbe aversi come dissimulata. 

Torna favorevole a farne supporre cotale stato diverso 
de'due princìpii elettrici che si sviluppano in un condut- 
tore isolato indotto la facilità grande che ha il principio 
omologo a venir dissipato per vìa dell'aria. Ed invero, se 
i due corpi, inducente ed indotto, subito dopo l'iufluenaa, 
si allontanino fra loro, il principio contrario , non più' al- 
lora legato o disMmDlato nell'altimo di tali corpi, divenca- 
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do libero come l'omolt^ , ha luogo la ricomposieione , e 
STamsce io esso ogni maniera di segni elettrici. Ma , se , 
al contrario, qaai AoB corpi si lascine lungo tempo in pre- 
senza l'uno dell'altro pEima di dar opera a quell' allonla- 
Bamenlo, segai evideoti di elettricità contraria nell'indotto 
disioslrano cbe durante 1' infiuenz» una ma^or copia di 
elettriciUi omologa, è andata dispersa, e ebe per6 ti si tro- 
vava in uno stalo diverso dall'altra. 

D'altra parte, il rimanere ìn quel conduttore la sola elet- 
tricità contraria, quando ba avuto luogo, sema più, la co- 
municazione col suolo, è eziandio pruova evidente che essa 
n si trovava sotto condizioni. diverse, e che una forza, qua- 
lunque ella sia, ve la riteneva; e, poiché in virtù di cotal 
forza vi rimane dissimulata, è evidente che in. questo stato 
trovavasi anche prima di quella comunicazione. Quando 
una. delle armature di una boccia di Leida carica è stata 
isoUta, e si tocchi l'altra che contiene elettricità dissimu- 
lata e alquanto di libera^ quest'ultima è quella che vi spa- 
risce, e l'alira vi rimane appunto perché dissimulata. 

Aggiungono forza a tali ra^onamenli i noti fatti seguen- 
ti. Rimaneudo il conduttore sotto l'influanza, dopo che per 
poco si é comunicato col setolo; se più o meno vi si allon- 
tani dall'induttore, una maggiore o niinor« elettricità dis- 
simulata divien libera. Se, al contrario, si ritorni ad avvi- 
cinare, il fenomeno inverso accade; e, se più. sì avvicini , 
l'elettricità omologa libera è quella cbe appare. Tutto pruo- 
va adunque che l'elettricità dell'induttore, oltre le fasi die 
subisce per la reazione del principio contrario eccitato nel- 
l'indotto , eserciti su dì quest' ultimo una forza attrattiva 
dissimulante. 

In fine, se i fisici cbiaman dissimulata quella elettricità 
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che risviemì sai condatlore iDdotlo, dopo che per poco ha 
comanicato col suolo; se essi ammettono le alternatire dì 
una ma^iore o minore elettricità dissimulata, secondo che 
più o meno avvicinansi i conduttori ; é mestieri ammettere 
la dissimulazione nel caso di che è parola. Né vale il dire 
che il corpo indotto isolato contiene allora anche l'elettri- 
cità omologa; conciossiachè, oltre che in uno de'casi diami 
allegati si hanno del pari i due principii in uno stato di- 
verso, ripugna a tutti i fatti noti il supporre due contra- 
rie elettricità libere nel medesimo conduttore , senza che 
abbiano a neutralizzarsi; e, d'altra parte, toma piii razio- 
nale e d'accordo co 'fatti noti , il supporre che non abbia 
luogo questa unione appunto perchè una di quelle é sotto 
l'azione di una forza; e che i due principii elettrici eser- 
citano tra loro una scambievole forza attrattiva che ha per 
conseguenza la dissimulazione , la quale è quasi principio 
di quella neutralizzazione che diviene estesa e perfetta al 
solo contatto. 

Le belle esperienze del chiarissimo P. Volpicelli, (1) tra le 
altre cose, benché più indirettamente, condocono alla me- 
desima conseguenza : imperocché esse dimostrano simiglianti 
fasi di conversione di elettricità libera in dissimulata e vi- 
ceversa, non con le varie posizioni dell'indotto rispetto al- 
l'induttore, ma col semplice avvicinamento o allontanamento 
di un terzo corpo da quest'ultimo. 

Le antiche esperienze dirette a farne conoscere lo stato 
e la distribuzione de'due principii elettrici su di un con- 
duttore isolato ed indotto, riescono dubbie, siccome avverti 
U Melloni, per le perturbazioni che derivan dali'inducente, 
determinate poscia dal Volpicelli, (2) e perché non si esamina 

{i) Comptes RendDs, T. XLl, p. 053. 
(3] IJfid, T. XL, p. 24G. 
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lo slato elettrico dell'indotto nella propria sede durante 
l'induzione. D'altra parte, le naoTe esperiènze, a cagione 
delle lamine comumcanti col snolo di cui quel fisico fa- 
ceva nso per riparare gli elettroscopij, hanno destato nelle 
nienti di alcuni qualche dubbiezza più o meno fondata. 

. Giovandomi di alcuni Tecchi apparati elettrici che l'ami- 
cizia dell'onorevole P. Bandiera volle mettere a mia dispo- 
sizione, presi a fare alcune esperienze, di cui ora riferivo 
le seguenti. 

Con intendimento di esaminare lo stalo elettrico de' di- 
versi punti del conduttore indotto, evitando appendici ed 
ogni altra maniera di corpi sporgenti, e non avvicinando 
ad esso altri conduttori, ho disposto lungo il dorso di un 
cilindro metallico terminato da segmenti di sfere, i cui dia- 
metri erano madori del diametro del cilindro , un certo 
numero di piccoli aggregati di polvere di licopodio ben 
secca, curando che questi a^regati non avessero ad oltre- 
passare il ponto più alio del prossimo capo : messo prece- 
dentemente questo conduttore in presenza di un altro più 
sottile comunicante con quello della macchina elettrica, e 
a una tale distanza da evitare che abbia ad aver luogo la 
diretta attrazione della polvere, e però il fenomeno com- 
plesso che si vuole evitare e che potrebbe condurre ad er- 
rori. Animata la macchina, l'induzione tosto manifestasi col 
sollevamento o getti continui di polvere, che si vede solle- 
vare nella parte lontana' dall'induttore, mentre nulla vedesi 
nella vicina ; anzi riesce talvolta bello il vedere elevarsi 
quella finissima polvere e dar vista di piccole fontane, che 
van con ordine decrescente dallo estremo remoto dall'indut- 
tore al prossimo dove si osserva una perfetta apparente im- 
mobilità. / 

Annali di Seìenie Mui. e Fii. T. VII Mano 1856. 7 
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10 non mi farò a trarre consegnenze da questa esperica- 
u : imperocché chiaramente ella ne mostra, da una parte, 
l'effetto della elettricità Ubera} e dall'altra segui evidenti di 
nno stato elettrico diverso fin presso all'estremo prossimo , 
dove col piano di prova trovasi sufficiente eleltricià con- 
traria. 

11 seguente esperimento, quanlumiae richieda non poca di- 
ligenza e delicatezza nel praticarlo, nondimeno più diretta- 
mente parmi che conduca al divisato scopo. Per rimuovere 
D scemare le illusioni che provengono dalle trasformazioni 
che subisce nel suo slato elettrico il noto piano di prora jkk 
scia che viene allontanato dall'influenza dell'inducenle, e di- 
slaccato da alcuni luoghi della superficie dell'indotto di cui 
formava parte} e quindi per isfuggire o menomare le ingan- 
nevoli apparenze} invece di far uso del piano di prova metal- 
lico, lio adoperalo dischetti di materie molto isolanti, perché 
tali materie non patiscono le medesime influenze de'coudut- 
tori} non scemano, anzi aumentano l'induzioDe, av«ndo esse 
un potere induttivo maggiore dell'aria} e, di più, sono tali, da 
prendere e ritenere l'elettricità libera solo in quei punti che 
furono a conlatto col corpo elettrizzato. 

Con una composizione a un dì presso simile a quella che 
sdoprasi per formare il coibente dell'elettroforo, ho formalo 
de'dischetti di piccolissima spessezza (circa mezzo millìmetro) 
e molto piccoli di diametro. Ho parimente formato de'simili 
dis4^ettì di zolfo ed altri di ceralacca, e IÌ ho situati per 
mezzo di poca di quest'ultima sostanza alla estremità di al- 
trettante sottilissime bacchette di vetro. 

Facendo toocare per qualche tempo, senza strofinio, un di- 
whetlo con una parte qualunque del corpo indotto, ho srai- 
prc ottenuto, segni di elettricità omologa. 
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Per acctirtirnu in iMiiiiera molto sensìbile delia aahira 
della elettricità ìd tal modo comumcata al disco, la pr(«a 
idea che mì surse Bella meate si fu quella di conseguire 
le figure di Leichtemberg, spargeadovi le solite polveri di 
minio e zolfo; ma, per la poca elettricità e la mancanza di 
più opportuni apparati, non essendomi fin ora tornato sod- 
disfacente un tal mezzo, feci ricorso ad un sensibilissimo 
elettroscopio semplice precedentemente carico di nota elet- 
tricità, e ad OB elettroscopio a pile a secco , e ne conse- 
guii i surriferiti risultamenti. 

INTORNO A0 UN TEOREMA DI AREL 

NOTA 
DEL fSIA. LUIGI CBEMOUTA. 

Il teorema del quale questa breve nota contiene una di- 
BostrazioBe, venne eooociato per la prima volta da Abel, 
in una lettera diretta a Lefeadre (*), e in seguito dimo- 
strato dal Signor Broch (**). 

LtHNA 1." Siano a, , a. , . . . On-i » quantità qnalsivo- 
f^iano ; « una radice primitiva dell'equazione ic" — ■!=©; 



soppost 

(1) 

Si molt 
D — 


plkhioo fra loro 
a, dj . . a. 


«,«% ■ ■ 

a', 
due dw 


. . ->- 0,,., a,-' 

terininanti 
11 1 . . 1 
1 a, a, . . a„-, 






,2 




a„.t a, ■ ■ «n-2 


1 «;-' <-■ ..«;;: 



(') Creile, Journal fìir die Hatheiiwtik, Band 6. 
[") Creile, Journal fUr die Mathemattk, Band. 2( 
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Esegneodo la moltiplicazione per linee, ed avendo riguardo 
alla (1), le colonne del determinante prodotto riescono or- 
dinatamente divisibili per Gì , 8^ ...$„; e si ha 
11 1 . . 1 



D4=e 



4 ««., 



1 «. 



ma il determinante che entra nel secondo membro di que- 

n(ft-t) 
Sta equazione è evidentemente eguale a (—1) ' ò.; dunque 

"in-i) 

Q,9^ . . e„ = (-1) " D 

Il teorema espresso in questa formola fu enunciato per la 
prima volta dal Signor Spottiswoode (*) ; la dimostrazione 
è del prof. Brioschì, mio valente maestro. 

Lemma 2.'* Si considerino le a^ , a, , . . a„.j come fun- 
zioni di una stessa variabile, derivando rispetto ad esse il 
determinante O, si ha 

P' = ». -^ D, . . . D„ 

ove Dr è il determinante che si ottiene dal determinante D, 
sostituendo agli elementi della resima colonna le loro do- 
rivate, !4el determinante Dr dispongansi le linee (n — r-t-2) 
esima, (n — r-'^3}esima, . . . nesìma, prima, seconda, .... 
/f, — r-^ljesima in modo che riescano ordinatamente prima, 
seconda, . . (r — l)esima, resima, {r-i-l)esima, . . . nesima; 
ìndi si dispongano le colonne resima, (r-4-l)esinia, . . ne- 
sima, prima, seconda, , , . (r — l)esim4 per nlodo che diven* 



('] Creile. Journal fUr die Mathematik, Band Hi. 
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(n— r-+-l)esifflia, («— r-i-2)esuiw, 



gano prima, seconda, 

(b — r-)-3)esima, .... nesima; si avrà 

Dr = D, 

dunque 

D' = nD, s bD, = . . . = nt)„ , 
Lemha 3." Sia 









■ qn-^d"' 



..<(-' 



. q.-ìd"-* 



Si pud dimostrare che V espressione — é razionile rispetto 

a d'. Infatti, dopo arer divisa la seconda linea del deter- 
minante H per d, se si moltiplicano le colonne seconda , 
ultima per d" , d"*' , . . .d' ; e poi si dividono 



terza, 

le linee terza* quarta 

si ottiene 



.d'i 

. ultima per d' , d* , 






q,d- 
q.d- . 
qìd" . 



■ qn-id" 

qn-id'-' 



ttn-i qa-x d' q^ . . 1*1-3 

TeoKema di Abel. Sia F(x) ^ 1' equazione nsnttanle 
dalla eliminazione della y fra le due equazioni algebriche 

y — E{ar) = , y. -I- q,y ->- q^y' ...-*- ?„-,3/-' = 

ove R(a:) sia una funzione razionale ed intera Ai x ; q^ , 
q, , . . qn-, n funzioni razionali ed intere della stessa x , 
nelle quali però i coefficienti delle potenze della variabile 
siano quantità indeterminate, supposte funzioni di un' ar- 
bitraria t. Siano a, , «1 , . . OEfi le n radici dell'e quazionc 
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x* — 1=0, e facciasi d i= l/B(j:). Pei lemma 1." si ha 



F(«) = 



Moltiplicando le linee seconda, terza, . . . altiiaa per a, , 
tt'r > • • <^r''~' ) ^^ aggiungendo agli elementi della prima 
colonna quelli della secónda, della lena, . . . dell'ultima 
moltiplicati per ctr , a^r • ■ ■ «r""', ^ moltiplicando quindi 
di nuovo le linee prima, seconda, .... altima per a*r > 
a^""' , ■ ■ ■ a, li Itó 



(1) f{x) = i 



a"r 



q,d q^d' . 



-id- 



posto 

(2) 5^ = j^ -+- q,a^ -t- y,ar*ii* ...-+- jn-t a,""' d"~'- 
Sia X una qualunque delle fi radici , supposte disuguali , 
dell'equazione F(x) = , e sia 6^ il &ttore di F(x) che è 
annullato da quella radice. Derivando rispetto a ( l'equa- 
zione identica F(x) = 0, sì ha {lemma %") 

q,d q^d' , . j„_,(I"-' 
jjd* jjd' . . q„ 






"'At 



ove A, = -j- a, ; 



?.d . . Vn-jd"- 



&i, 



indica la derivata dì q, rispetto alla 
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sola t implicita [M'coefBcieQti. Trsafovniisi il determiMmte 
Dell'equazione che precede, moltiplieaDdo le linee seeoods, 
terza, .... ultima per a, , a*^ , ■ • • flp""' ed aggino- 
geado agli elementi deU' ultima cotoDoa moltiplicati per 

Kr""' quelli della peDuUima, terz'althiKt, seconda 

moltiplicate per a,""* , «,""'1 ■•«»■' avendo riguardo all' 
equazione identica 9^ = « si ba 

(3) 
posto 



I=(-l)- 






■ qn-ii"- 



Sia a una quantità costante, f[x) una funzione sazionale 
ed intera di ai ; e si moltiplichi la (3) per 



.).dFV) 



si avrà 



/!»=) 



dx 



«HA^) 



ar {x — a)d dt {x — a)d.f'{x) 

la questa equazione cambio la x successivvmeite in (ulte 
le radici dellq F:[:i;) ^.0;. sopinianijoi i risultati ed osser- 
vando «ssere -T una fonzione razionale rispetto ad x (lem- 
ma 3."), si ha, per noti teoremi sullo spezzamento delle 
frazioni razionali 
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(.-.)%) F(a,)'*"d(<.)F(a) 
1 
ÌDdìcando eoi simbolo Wf^nfj il coefficieote di — nello svi' 



ftx 
0^. (x— 9) i{x) dt 
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luppo di f{x) secondo le potenze discendenti di x. Qoin- 
di, integrando rispetto a t, si ha 

'^' ^^J {.-a) j(») "^ =° - " (._„) rf(») j -F(^'" 

d{a)J F(a) 
Ora derivinsì le n eqnazìoni (2) rispetto alla gola t; poi 
si moltiplichino le equazioni ottenute dalla derivazione , 
ordinatamente per 



sommando ciascuna volta le risultanti si ha 



quindi, essendo 



• dt 






«H=(-i)-EJ 

ovvero 
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e per la (1) „ 

quindi la (4) diviene 

l/R(») ' 
In questo risultato consiste appunto il teorema di Abel. 

Pavia 2 maggio 1896. 
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SUS LÉONARD BONACCI DE PISE ET S(7A TROIS ÉCRITS DB 

CET ADTBDB PBBLIÉS PAB BALTHASAR BONCOMPAGNi 

ARTICLE DE U. 0. TeRQUEUC*) 

Les coordonnées du centre de gravite de rhotnme rap- 
portées à troìs plana Gxes varìeiit à chaqne ìnslanl. Lors 
mème que uous nous tenons en repos, la circulation, la ré- 
spiration, tous les mouvements involoolaires de la vie or- 
ganiqae , déplacent ce point sans cesse. La lìgne décrite 
par ce centre de gravite, depnis la naissance jusqu'à la mort, 
est la trajéctoire vitale géométrique de chaqae individa. La 

vitesse, le — en chaque point de cette Irajèctoìre est sans 
doute trés-variable. Mais si r.QQ divise la longuer totale de 
la trajéctoire par le temps, soit par le nombre de secondes 
qu'on a vécu de'puis l'entrée dans le monde jasqu'à la sor- 
lie , on obtient une vitesse moj'enQe qui diffère beaucoup 
d'un individu à l'autre, d* un peuple à 1' autre. Il en est 
ainsi de la trajéctoire de la vie intéllectuelle. Cette trajé- 
ctoire se compose de pensée» qui se comptent par le non^e 
et se mésurent par le temps. Ce nombre et surtout le temps 
établissent une grande diff&rence entre les esprits: c'est sur- 
tout la durée de la pensée qui caractérise les esprits snpé- 
rìeurs. Buffon définit le genie: une aptitude k la patience , 
c'est-à-dire la faculté de faire durer la pensée, de la maìn- 
tenir tongtemps et avec intensité sur le mfime sujet. Son- 
vent cette faculté de concentration intéllectuelle rend im- 
propre anx occupatìons vulgaires qui exigent des pensées 
fugaces et multiples. Il résulte de là que des hommes su- 
périeurs passent souvent pour des niais cbez les hommes 
inférieurs. C'est ainsi que les négociants de Pise, compa- 
Iriotes de Léonard, lui ont donne le sobriquet de Bighelo- 

(*) Qunto articolo liel Sig. Terquem si trova gii dal medesiaio pub- 
blicato Dei suoi youveUei Jnnalet det Mathénaliqwi, Parti, Nov. e 
Dee. Ì8S5, Janvier, Mars, Àvril, Hai 1806. B. T. 
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ne (') loutefeis e* elait an des plus profòods penaenrs da 
sitele de saint Louis et comme tei jusqu' a ee jour pre- 
sque inconnu. Les émdits savaieat ^oe Léonard avait pro- 
mulguè et propagé la namératioH et apporté eo Occident 
l'algebre des Arebes. Ce soni sam doute d'iiBBfieiises Servi- 
ces, mais nni n'oot qne le mèrite de l'importatioD prenière. 
Uais OD ne se doutait guère qu' un geometre da XIIL' 
siede eAt dépawé beaocoap Diophaate et les Àrabes et n'a 
été dépassé qoe par Fermat an XVIL* siede. Déeouverte 
historiqne que uous devona aus perséTérantea inTéstigations 
da célèbre prince Boacompagni; déeouverte iafìniment sq- 
pérleare à ces travaux sar des écrivains obscurs qu'on se 
platt à tirer des ténébres da mo^en àge, et qui, pour étre 
pabliéa et illostrés, a'ea resteot pas moios obscors. La mise 
aa jour de troia écrits de Léonard enrìchit de faita pré- 
cieux, les aonales de l'esprit humain. Ce soot les seuls ou- 
vrages qui soient complètemeut pobliés. On en connait sept: 

1." Lihr Abhaci {1202, et corrige ea 1228); c'est uq Traitè 
d'Arìthmétiqae et d'Algebre. Le XV^ chapitre cooceme l'al- 
gore et a été publié par M. Libri (Biat. de$ geieneee «o- 
thématiquM t II, p. 307, note III, 1838). 

2." Practica Gtometriae (1220 à 1221); théoriqae et pra- 
(iqos. 

3." lAber quadratorum (1225) e' est 1' oeuvre principale 
(pnblié). 

4." Fhi tuptr tolutioniitu quarundam qutUiottum ad arith- 
meticam et ad geometriam vel ad utramque pertinentium, anté- 
rìear ft 1225 fpablié). 

5.* De modo solvendi quettiones avium et similium (publié). 

G.'Vn comiuentaire aur le livre X des $l4ments d'Euclide. 



(■) BigMone est peut-Stre le «jDOnjme de Bonacci qui revient au 
hotiaee francai*. Il est conau loiu le nom de Fibonacci par contractioa 
de Fili uà Bonacci. 
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7," Libro di merchatanti detto di minor guisa; n'existe plas^ 
à ce qu'on sache, daos aucune bibliotbèque; reDfermails de 
règles d'alliage des métanx. 

Les trois écrits, 3" 4° 5* sont rènnis daos uq manuscrit 
du W.' siècie, sur parcbemin, apparlénant & la Bibliothèque 
Ambrosienne de Milan {E, 75,Farte tuperiore). La descrìplioo 
de ce manuscrit et des détails bibliograpbiques sar tous 
les écrits de Léonard sont exposés dans l'ouvrage saìvanty 
aree une érudition et nne éxactitnde, auxqnelles nous ne 
sommes plus gnères accoutumés : 

Intorno ad alcune opere di Leonardo Pisano matematico 
del secolo decimoterzo. Notizie raccolte da Baldassarre fion- 
compaghi, socio ordinario dell'Accademia Pontificia de'Nuovi 
Uneei. Roma, Tipografia delle Belle Arti, 1854. In-8, Vili— 
400 pages. 

C est là qae nous paiserons des renseignements sar la 
TÌe et les oeuvres de l'illustre Pisan. (') 

Nous ne connaissons d'autres circonstances de la rie de 
Léonard, que ce qn'ìl nons en apprend lui-mèmean com- 
mencement de son Traiti de l'Abaque, et qu'on trouye dan» 
l'ouvrage de M. Libri {Histoire des seiences mathématiques, 
t. II, p. 287, 1838). En voici la traduction : 

» lei commence le Uvre de l'Abacus compose par Léonard f 
» fils de Bonacci de Pise, daos l'année 1202. 

» Mon pére était constìtué à Boagie par les marchauds 
» de Pise, comme greffier public {puilicus scriba) {') k la 

e ) M. Bottcomfagni, Jan» l'Averti Mement, page HI, fait saToir qne 
tout ce qu'on troave dans cet écrit doli étre reproduit dant nn ou- 
vrage plus vaste qu'il ie propose de Taire aous le titre : Detta vita t 
dtUt opere di Leonardo Pisano et doni une partle a djjii été publiée dans 
les Atti delCAeeademia Ponti/leia de' Nuovi Lincei , tomo V, anno V 
(1851—52), page» 8—91, 208—2*6. 

(aj Scriba. II j en a qui voieul là un noUÌre -. e' c« probablc- 
MCDl une éspèce de couiul commercial. 
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» Doaaae de Bougie. Gomme il j avait continnellemeat af- 
» flnence de commercanls chez lui, il me fit venir dès mon 
M enfance, et vonlnt que je restasse pendant qnelqne temps 
N pour m'appliquer à l'étade de i'abaque, ea vue d'uD profit, 
» d'ane atiiité à venir. Un admirable maitre m'ajant initié 
» dans l'art des figures indiennes, je pris tant de plaisir k 
n l'esprit de cet art que je voulus savoir tout ce qu'on en- 
» seigoait là-dessus en Egypte, en Syrie, dans la Grece, en 
M Sieile, et dans la Provence (Pro»e«(t«m), avec ies diverses 
» variétès. Àyaot parcoura aaparavant ces contrées, je m'y 
» stroisis par beanconp d' études et de discussions , mais 
» je considerai tool ceci et méme 1' Algorisme de Pytha- 
» ghore {Ptetagorae) comme défectnenx en comparaison de 
» la méthode indienne. C'est pourqnoi ayant serre de plus 
» près celle méthode et éiudié plus attentÌTemenl, y ajou- 
» tant quelque chose de mon propre foods, et y appliquanl 
» qaelques artifices géomélrìqnes d'Euclide, j'ai travaillé à 
» la compositioD de cA ouvrage, et ponr étre le plus io- 
H telligible qu'il m'est possible, je l'ai divise en quinze cfaa- 
» pitres distincts. J' ai Ioni donne avec des raisonnemenls 
H démonstratifs, afln que cenx qui aspìrent à celle scien- 
» ce, seulement parce qu'elle est plus parfaite que Ies au- 
» tres, puissent s'instruire et qu'à l'avenìr la gente latine 
» ne s'en trouve pas dépourvue comme jusqu'à présent. 

» Si par hasard je a' ai pas dil assez, ou trop, et plus 
» qu'il n'est nécessaire, je prie qu'on ait de l' indulgence 
R pour moi; car il n' j a personne qui n' ail quelque dé- 
» faats et qui soil cìrconspecten toutes chosesetpar-lont.» 

Léonard avaìl au moins une vingfaine d'années, en écrì- 
vant SOQ abaque en 1202, ce qui porte l'année de sa nais- 
sance entre 1170 ou 1180; on ignore l'année de sa mori. II 
y en a qui le foni voyager vers Gonslanlinople à la fin du 
XIII.' siede, ce qui est impossible. Quoi qu' il en soit il 
est certaìn que nolre geometre étail à Pise en 1223, lors 
dn pa^sage de l'empereur Fréderic II. 
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Ce soUTerain dédaignant les idées regoantes, ennemi des 
croisadeSf projeta l'ìndépendaiice de l'Italie, sa patrie. Il eut 
à combattre d'ambìlieux compétiteurs, d'aadacieux pmitifea 
romaìos et monrut à la peine. Malgré ces trìbnlatioos , il 
cultivaìt les lettres, la poesie» et composa ud ourrage esti- 
mé encore aujourd'hui sor la chasse. Aimant aussi les scien- 
ces, il eocouragca les savants, et avait daas sa sait« deux 
géomètres de mérite, h en juger par le choix des queslioDS 
qu' ils adressérent à Léoaard et doot les répOBSes ont donne 
naissance aux trois écrits meotiooDés (3°, 4", et 5°). 

L'uo de ces géomètres est Jean de Palerme. Le lira de 
sa naissance est la seule chose qu'on eu coanaisse. Il a propo- 
se Irois questiona en présence de l'Empereur^ sorte de loar- 
nois scientifiqaes, qui se sont mainteaus jusqa'au XVII*. 
siécle. 

Le second savant est na nommé Théodore. Ileat.àsou-- 
teair aae joate philosophiqne contre un doctenr de l'ordre 
des frères Prècheors, premier nom des Domìaicaias, fonde 
à Toulonse en 1215. Voici comment le fait est racontè par 
le P. Thomas Malvenda , lui-méM^ Dominicain , dans soa 
Bùtoire des frères Précheurs, lous l'annèe 1238 ( Ànnalium 
Sacri Ordinis Praedicatorum centuria prima A R. P. F. Tho- 
ma Malvenda. Neapoli MDCXX7II.) C'est un trait curieux 
des moeurs du temps. 

« Le frère Boland, Crémonais de nation , qui passait pour 
» grand philosophe dans ce siècle, était le premier dea frères 
» Prècheurs qui fui licencié et doctear de rUniversilé de 
N Paris. 11 composa avec beaucoup de finesse un résumé de 
» pbilosophie, car il était tr^-érudil en matiéres théologi- 
» qaes et philosophiquei. Étant une fois k Crémone, il apprit 
» de quelques frères Précheurs, qui revenaient de t'armée de 
» Fréderic II, assiegeant alors Brescia (1238), que le phy- 
» losophe de l'Empereur les arait embarassés de queslions 
» au sujel de la philosophie de fioland, sur lesquelles ib ne 
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ft saTtient pa$ rèpondre. Enflanmé de z^e ponr SOD ordre il 
N dit: « PréparecHuoi un Ane. » Car il était ^utteax et ne 
» ponvait aller à pted. €ela étant fait, assis sor l'ine, il entra 
n accompagnè de qoelqnes frèreei Prècbeure dans le camp et 
» commessa per demander où était le phìlosopbe. Beaucoap 
H d'bommea considérablei qui conoaissaieBl et honoraient le 
» phiiost^he s'étaat réuois, et It philosophe étant appelé, 
» Roland Ini dit: « Afio qne tn sacbea, toi, maitre Tfcéodore, 
»' que l'ordre des frères Prftcheurs a des pkilosopbes, je te 
M donne le ehoix, en prèsence de ceux-ci* de faire des abje- 
» ctions ou de preparer des rèpooses sur quelque parlie de la 
» philosophie qae tu veuilles. » Corame Théodore clieisit les 
» objeetions de prefereoce aux rtpontt» , Roland remporta 
H dans cette latte remarqnable «ne victoire ^oriease, qui 
» hit ponr l'ordre un ^and boimeor et nne grande ^oire. » 
{Intorno ad alctmt optrt etc. p. 47). 

Ce résnltat serait moì&s contestalile, s'ìl était nconté par 
noe personne étraflgére k V orare, car les c<wporation8, sy- 
at^me d'esprits concentrés en un seal esprit , .possèdrait A 
nn dégré éminent l'art d'arranger lea faits , et ne se font 
pas faute d'exercer cet art- 

Passons à l'aualyse dee Tre scritti : 
Le premier écrit est intitulé Flos (p, 1— 44)i 

Le deuxiéme' • de Avibu» {p. 44— 54)j 

Le Iroisième Liòer quadratorum (p.55 — 122). 

En tfite du Flos on lit: Incipit Flos Leonardi Bigolli Pisani 
super solutionibus quarumdam queslionum ad numerum et geo- 
metriam vel ad utrumque pertinentium. Il est dédié au cardi- 
nal Raniero Capocci de Viterbe, créé cardinal au titre de 
Saiate Marie en Gosmediu, par te célèbre pape Innoceot IH. 
Ce cardinal, qui parait avoir aimé et cultivé les mathéma- 
tiques pures, avait démaudé à Léonard une copie de ses ou- 
vrages } Quod tneorum operum copiata non praeceplive saltim, 
quod vos magis decebat, sed simpliciter petere fuistisper Utteras 
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Vestrae Sanctitatis dignati. «Vons n'avez pas cotumatidé com- 
» me il appartenait à Totre dignitè, mais toqs arez daigné 
» demander simplement une copie de mes ouvrages ». Il 
l'a intitaté Flog , en hooneur de Son Emineiice, rajonnaat 
d'une èloquonce fleurie parmi les savants, florida clerico- 
rum elegantia radiantibus, et aussi parce que plusieurs qne- 
stioDS quoìqne épineuses {nodose), sont exposées d'une ma- 
nière fleurie (floride); et de mème qae les plantes ayant des 
racines en terre sargissent «t monlrent au jour des fleurg, 
ainsi de ces questiona on en dédnit une fonie d'aatres. II 
finit par dire qu'il se sonmettra aux corrections que te car- 
dinal Toudra lui indiquer (et me ip»um correctioni Domina- 
tionis Vestrae affectuosius supponendo). 

On Ut enauite ce nouveau titre: Explicit prologua, incipit 
tractattts ejutdem. Cecì a besoin d'explication. Il paralt que 
Léonard mit par écrit les réponses qu'il fit aux qnestiODS 
de Jean de Palerme , lors du passage de Frédéric II par 
Pise, et il adressa cet écrit à l'emperenr. {Cum eoram Maje' 
state Yestra, gloriosissime prineeps Friderice, magister Johan- 
nes Panormitanus, phylosophus vester, ipsis mecum mMlta de 
numeris contulisset). 

Le cardinal, ajant eu connaissance de cet écrit, en de- 
manda une copie. Alors Léonard fìt une seconde édition 
sous le titre de Flos, qu'il dédia au cardinal, et cette dé- 
dicace sert de prologae qui expUque le titre Flos explicit 
prologus, et puis commence le traité, /nct/)tt tractatu» ejusdetn. 

La première qucstion est: Trouver un nombre carré qui, 
angmenié et diminué de 5, reste toujours un nombre carré 
(p. 2.). Léonard rèpondit a maitre Jean qae le nombre carré 
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n 


2 

'*' 3 


1 ,41 

"^ 144 " ' 12 
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\12/ " ^12/ *^* 

Après avoir tongtemps réfléchi sor la solution de celle 
qoestion, il vit qu'elle tenait à certaioes propriétés gène- 
rales dea oombres carrés, ce qui, dit-il , lai doona occa- 
siou de composer un opuscule sur les nombres carrés pour 
glorifitr Sa Majesté, et qui contiendra les raisonnements et 
les démonstrations. 

Et eum diutiut cogitassetn unde oriebatur predielae questio- 
nis solutio, inveni ipsam lucere originem ex multis accidenti- 
bus, guae aecidunt quadratis niimeris, et inter quadrato» nume- 
josy quare hinc sumens malertam, libellum incepi componere ad 
Vestre Majestatia Celsitudinia gloriam, quem Libellum Qua- 
dratorum intitulavi. 

La seconde question est géométrique : il s'agit de tron- 
ver, au moyeD des qulnze éspèces de longueurs du X.' livre 
d'Euclide une longueur x, qui satisfasse à la condition 
^3 ^ 2i' -4- lOar = 20. 

Léonard démontre d'une manière trés-rigoureuse, qu'au- 
cnne des quioze longoeurs Enclidiennes ne peut satìsfaire , 
par des considera tions géométriques, qne M. Woepcke a tra- 
duitesavec intelligence en caractéres algébriques, qui don^ 
nent toajoars plus de précision et plus de ciarle qnand il 
s'agit de nombres (Journal de M. Liourille, t. XX. 1855). 
£n Toici la substance. La Taleur de x est comprise entre 1 
et 2} donc X n'est pas nn nombre entier. 

(*) Noiu nona servoDS de signes actuelleinent en nsage. 
Annali tlt Scitnxe Mal. e Fi». T. VII. Marso lS5ft 8 
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1.* X n'est pas non plus un nombre fraclionnaire ^ 
qa'on peat toajonrs sopposer irréductible; on on a : 
«^ 2«^ 10a_ a[g'-t- (2«-^10jS)j3l _ 

équation impossible. 

Léonard se >ert dSia mojreo qui revienl a» vaétafi, ^oais 
qui Qst plus long, li suit U méthoda liea Arabes qnù de- 
composent la puissance des Iracliwu on twe aoiow» 4e fra- 
clioD;» ordoonées suivant la paiasanptt aégalii» du dinomi- 
utenr. Par exemple, 

(a ,"■ a, «1 «j oe^ 

a" / ^ i^ "^ "i^^ "^ "j"^»"^ • ■ • ^i" *> 

les ce sQat p\us petits que i ^ 9 I' e^ceptioo des a„ , qu^ 
peut aurpass.er b : cela revient $, écrire les frai^tiops daas 
no, sjsj^me ^ numéralioD ^ont la b^se, est t. aias^ 



2." X ne peni aroir la forme [/n, où n est rationueHe, 

2a-2x» ^ ,. . 
car ic= — , „ i équation impossible. 

3.* X n'est pas de la forme )/n; on aorah 



10. la ' 

éqnation dont Euclide démonfre l'impossibìlìlé (Krre X, 36). 

(^aervation. D'aprés un (héòréme connu , on peni Ai- 

montrer directement que l'équation donnée, et V équation 

a:4 _ n = 
ne peuvent avoir de racìnes communes. Ce méme mojen 
de démonstration est applìcable à (ous les cas. 
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' V n'a ftocnae et» fonaes 



ees lignes apotomes, mediales, binotaialei d'Euclide étant ex- 
cìue^, LèwMrd dooae, od ae s^t fa.i i^aelie métiu>de,cette 
vateur appiocbèe d'aite' sarpieoaBlc exactitude : (') 

X = 1. 22^ 7". 42'^'. 30". 4'. 40", 
car, à la nasjèEe arabe il proméde par soiSftBlidMW. 
M.. Wsepek» tronve 

x = \, 368808107821; 
rédaite en fractions sexagésimales, il tronre 

x=l. 22'. 7". 42'". 33". 4'. 38. 5". 

Lea 30" de téonar^ sont une faute da copiste qui a mis 
30 au liea de 33» foat» qjui ss se^x&duit encore daas trois 
autres endrotts. 

H. Lebes^e conjecture aree raison que Léonard se sera 
servì de cette méthode suivante empfcyée dlspuìs par Viète. 
L'équatioB n'aj^aiit va')H1£ sei^ raciae positive, on fait 

— 4' 

r éqoation en y n'a encore qn' une seule racine positive, 
doni on trouve fbeileiqsRt lapartie eotiére, et ainsì de suite 
(Tortolini, Annali di Scienze Matematiche e Fisiche, Aprile 
1855, p. 155.) 

M. Lebesgue fait obscrver que Léonard a bìen tu que 
le Traile de» lacommeBsnrables d'Euclide gagneraità étre 
exposé Dumériquement. Non-seulement il a vu, mais il a fait 
cette exposition numérìque: 

('}, Qu<a hee queiffo $oM nonpolnit in aligu^ suprateriplorum, 
tlHdHi tolulionetit ejw ad propinqvilalem redveere. 
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Et quia difficilior est anlecedentium et quorumdam seguen- 
$ium Ubrorum Eudidis, ideo ipsumX." librum gìosare ineepi , 
reducens intelhctum ejm ad numerum, qui in eo per lineas et 
èuperficies demonttratur (p. 3). 

Aussì tons sei raìsonnements roolent sur le$ nombres, qu* 
il représenlait, il est Trai; pa dea lignes , n'ajant pas en- 
core des signes algébriqiies i sa disposition. Il parìe alge- 
bre corame Ics Arabes, mais ne sait pas l'écrire; cela arrive 
méme ([uelqnefois à des géomètres de dos jonrs. 

Le célèbre arithmologue de Bordeaux établit les quatre 
propositions suivaotes : 

L P, Q, R, S, m, n, ètant sii nombres rationnel» , et 

tn, fl, mn , — p'étant pas des carrés, l'équation 

P _H. Qi^tn -+■ Bi/^n -•- S^/mu = 
pe peut subsister à moìns qoe l'on n'ait 
P = Q — R = S = 0, 
car on dédait- de cotte équation 

p> H- mQ' — «(R" -t- mS') = 2(»RS — PQ)l^mj 
donc 



de I& 



p> -+. m(j^ = n{R' H- mS'), «RS = PQj 

(PR - mQS)(PS - QB) = 0, 

PR_mQS = 0, PS = QR, 

et , „ 

PQ^ Q /Q\ 

contraire à l'bypotbèsej 

PR =r mQS , PQK — mQ'S = nR'S . ^ = (^) 
contraire à rhypothèse. 
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Oa ne peni donc satisfaire 'a V équatioo, qii'«a posflni 

P = Q = R=S = Q. 
II. Si l'équatìoD 

a 8e& coefficieots ratiooDels, a, /3, 7, m, n étaot cìoq oom* 

bres rationnds , m, n, — n* étant pas des carrés , oa ne 

n ' 

peat avoir 

« = a -+- /St/"!» -4- yi/« , 
à mpins que ^ ctn y ne soìt nai. £n effet , oa a 
a* s= a' -*- ^l^m -+- -/{/"n -*- !t'\/'mn, 
a;' = a" -4- ^"v^m -»- y"!/"»! -»- 5"l/^iim , 
les a, j3, y, 3 sont des nombres rationDels. 

Substituant ces Taleurs dans l'éqaatiou donnée , et égfl- 
lant à zèro les coefficieots dea irratiounels et la quantifó 
ratioDoelle, oa obtìent qnatre éqnalioDS. Les coefficieuts de 
l^m et |/n donnent 

7"-+- Ay'-i-By =0, 
de là 

Mettant ponr ^' , 7" lenrs valears, satToir 

18" = i3{3«' -t- m^' -*- dnf) , 7" 1== 7(3«" w- «/ ^ 3otjS*) , 

oa obtient 

2/37(m/3'-»7') = 0, 

oa De peat meltre 



n Va/ ' 



Donc l'on a 

^ = 0, ott y ss 0. 
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HI. Sì J'éqattìcNi 

n'a qiie des coefficients rationnels, il n'y a pu de rscint de 



la formel/^o-+-^i/« H-^rt, 
soit nal. 
Car on a 


à 


moim 

.c)- = 


que 


/3 


OQ 


V 


ne 


faisaDt X 


=3 y, OD trouTe 


y 


-t-C' = 


= 0; 










A, et B, 


sont rationnels- 

















Gelte équation a'a pas de raeino de la forme 
X ■+- ^m -H Vl/n, 
à moins que /3 et y ne soient nals. Donc l'équatiod e'a pas 
de racine de la forme l/a-^ /Sl/'mH- jj/«. 

IV. Snpposons 7 = 0; l'èquation 

a;3 -.- Aa;'-^ Bjc -+- C = 
ne peut avoir ane ratine de la forme a. -^ ^(/^ffi) i moins 
d' avoir nne racine réelle , cat elle a aussi pour racine 
a — jS^nt} et a, par conséquent, un facteur ratioanel da se- 
cond dégré;donc aassi nn faotear rationnel du premier dégré. 
On démoDtre de mfime i^nt l'éqtalìoìD n'a pas «ne radine 
de la forme ^oi -*- ^l/'tn, à moins que l'équatìoD en y n'ait 
une racine rationnelle. 

II suit de toat ceci que 1' équation de Léonard n'a àu- 
enne racines de ces quaCre formes 

a-t- |3t/^in -+- vi/^n , l/^a-^- /Si^m-i-yi/n , 

ce soDt les iirationnelles da X." lirre d'Euclide. 

Voici la troisième et dernière qaestion proposeé par mai- 
tre Jean ; 
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De trihus kominiòus pecuniam coinmunem kaienlibus (p.l7). 
in palatio veatro Pisia coram Vestra Najestate. 

Nous traduisons la qnestion, avec M. Boncompagni, en 
langage algébrique: 

Trois hommes ont en commuti une .somme iaconnue t; la 

1 1 

part dn premier tst — t; da second — fi et par cwiséquent 

du troisiéme t-(. Vbalant dépDser cette sotdme en lìeu 

ptus sur {ad tatiorem locum), ib prennent aa hasard {fortuitu) 

ì 
li prénter x qui n' «b dépoae qae ^x i le seeond y et 

1 -^ 

n'en depose qae r- y , et le troisième z et u'en depose <iTÌe 
1 " 

— z; de sorte que la somme déposée se monte k 



r* ^^y 



1 



et lorsqn'ils relirent ce dépOt, chacun en pread le tìers; il 
s'agit de ìrouTer les valeurs de x, y, z. Faisons 
1/1 1 1 \ 

c*é8t «, qtt'U appeUe la cAow (pomi Hm). 
\ 
Le premier a gardé — * et re^oit u ; dono on a 

1 1 

de méme poar le second 

1 



-,-*-„=-<-. 



3» "3 



et pour le troisième 



De là on tire 
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13 16 

" = '-^"' !'=2'-2"' '=3'- 5-"' 

17 « 7 17 „ 

'*!'-"'='= Io '-1Ó"' To' = io°' "="«; 

probléme inde termine. 

Il pose u= 7, (st ponatur rem es»e VII). On a 
(=47, a: =33, y = 13, 3 = 1. 

Ces équatioDS traduisent fidélemeot la suite des raìsoo- 
nements de l'auteorj il dit qu'il y a trois modes de solutions, 
qa' il a donnés tn libro nostro quem de Numero eomposui. 
C'est son Traile de Abaco. 

Les Dombres écrits tant6t en cbiOres romains, tantót eu 
chìffres arabes. 

De quinque numerii repertendts ex proposUtonibus datit 
(p. 20). 

Léonard dit avoir résolu par la méme métbode deux ati- 
tres questiona, qu*il a transmises à Sa Majesté par le page 
Robert : {quas per Robertt'num aggtu (sic) Domnicellum ve- 
ttrum, veatre Majestati transmisi). 

On rerra que cette métbode consiste à écrire les incon- 
nues eirculairement. Noos copions ces deax qnestions en écii- 
ture moderne d'aprés M. Boncompagni, et en conseryant la 
marche de t'anteur. 

Première question. TroQTer cioq nombres x, y x, * ^ , 
Xj , ^5 (els, qu'on ait 

1 1 

'" 'i^'^* -^- *3 -*- 3:4) ^ Xa -*- 77 i^ì -t- 3:4 -»- Xi) 

= «3 •^- j (X4 -.- X5 -^~ at,) 

W \ 1 

= «4 -•- ^ (x5 -^ x, -*- Xa) 

1 

= «5 -^ * (afi -»- «a -+- a^j) f 
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et il prend k tout hasard {fortttitu) chacanc de ces sommes 
é^le à 17. II appelle la première inconnae Xt la catue 

(»,«■). 

La première équation donne 

(E) », -i- «3 -+- «4 = 34 — 2», , 
et de U 

(F) x, -1- «3 -+- a;^ -<- a^s = 34 -1- a;5 — Sar, , 
Soustrayant de cette équation la seconde des èquatìons (A), 
■I vieni 

2 

- {xì -f- »4 -►- «5) ^17-1- «5— 2at„ 

1 11 

- («3 -t- as^ -t- «5) = 8 -4- - -t- - 3:5 — », , 

Ajoutaot ces deux dernìères èqoations, on obtient 
(G) «3 -- 3:4 -4- xs = 25 -^ I -.- (1 -^ -)a:5 - 2x,. 

Soastrajant cette èqnation (G) de l'èqnation (F) od a 

1 1 

(H) x^ = H-^-^-*-x,~^X5. 

L'èquation (G) donne anssi 

(I) arj -^ «4 — 0:5 -*- a;, r= 25 -^ ^^ (l -^^jx^ ~2x,. 

Soustrajant de cette dernière équation la troisìéme des éqaa- 
tions (A), on a 

Ajoutant ces deax èquations 
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(J) a;,-.-!i:s-^«, = ll-^5-»-axj -{a-^j-)», . 

Soustrayant cette éqaatioo de (I) 

. 12 1 

(K) «j=U-^^-i-3«,-2"^6. 

L'équation (Jf) donne 

Od dédait de Téquatioa (B) 

1 1 

«s -4- a:, -t-X3=&-*- ^-t-ix, -*- -xs, 

1 ,.'21 

-(»,-^«.-.J = l-»-{g^5«,-ig. 

Ajoutant cette équation à l'équation (L), 
Àinsi la quatrième des éqoatiom devient 

(•) 

/ 1 \ ao 

(M) ,,= (3_-).,-^3-^-jj. 

Les équations (H) et (K) donnent 
(•) sic. 
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*/ > , ' * 


1 


La sixième dea éqaatiODS (A) deviettt 




|.^ì.-.3.|=.. 





5 4 .,2 

Mettant dans cette équation la raleaf de xb, tirée de (H), 
n a 

(3-.iLW, = l2-JL 

r 105 n 105 ' 

578», =2023, 
, 1 



MnltipUant cette équatioD et chaciiDe des équations (H) , 
(E), (L), (M) par 2, on obUeat : 

/ 

214=22 -,- I -2is- (3-1) 2«„ 

a«,= (3_4)2.,-,-^. 



2x 


= 7, 








^. 


= 17 


-4- 


2x, 


— 3:5, 


2«3 


= 28 


- 


1 


1- 
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Mettant dans cette équaiion 7 aa liea de SjCi , oa a 

2*5 =28, 
ars = i4. 

Si l'on met dans les èquations (P) 7 à la place de 2xt et 
14 aa lieo de xs , on obtient 

2», = 10 , 2*3 = 19 , 2xi = 25. 
Dans toat ceci, Léonard donne le nom de cauta k x, et 
celai de re» k x^ y k l'instar des Arabes qui , lorsq'ils ont 
deux inconnues, les distingaent par des dobis difCÈreut» 
(Woepcke, Extrait du Fakkrt; imprimerie imperlale, 1853). 
Cette disposition cìrculaire présente l'avantage de poo- 
Toir calculer de suite les valears des inconnues quand on 
connatt la Talenr d'une senle. 

Get exemple pris au ber^eau de la science nous montre 
quel immense service l'écritnre algébriqne a renda à la 
■angue algébriqoe. 

De quatuor kotninibus et bursa ab et'i reptrta qutstio no- 
tabilis (p. 25). 
C'est la seconde question. 

Quatre bommes ont: le premier x, , le deuxiéme x^, le 
troisième x^ , le quatrième X|^ besants ; ils trouvent une 
bourse contenant t besants l'on a : 

( -4- X, = 2(a;, -t- «s), 
t-*'X^ = 2(a:j -+- x^, 
( -+- «3 i= 2(x4 -*- «,), 
t -*- x^:= 2(j:, ■+- «j): 

il s'agit de trouver les raleurs de x, , x, , xj , 24 , t. 

« Je demontrerai que la question est impossible, à moìnS 
» qne l'on n'accorde que le premier bomme a une dette. » 
Hanc quidem questionem tnsolubihm esse monstraòo, niti con-' 
eedatur primum hominem habere debttum. 
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Eh effet il parTient 


l'équation 




(4. 


-l-(-l)- 


(3- 


-:)- 


équation 


impossible; car 








.4>3 


1 
13' 


6-t 


4>'è 


Mais en 


admettant qne 


Oli est nne dette, alors 


(*- 


l)"-i^- 




(3- 


4)- 



X. 1_ 

X, ~ A ' 
problème indélerminé. Il pose j^t = 1, ators 

Xi = 4 , »3 =ì , «4^4, ( = 11. 
Dans cette qnestion, il nomme bursa rincooane t ; dragma 
l'inconnue Xi , et res l'inconnae x^. 
De eadem re (p. 28). 
Première question indéterminie 
x^-^ t = a[x, -*- atj), 
x,'^t=(a^ì)(xi-i-Xi), 
X3^t = {a'^1ì){xi~^x,), 
JC4 H- ( = (a -+- d){xi -+- Xj). 
Léonard dit qa'il faut en general prendre 

«1^ — 1, 3:3 = -I- 1 , «1^x4, 
ce qui donne 

x,!= x^ = a-t-2 ; t^a' -^Za-t-i. 

Dans l'esemple particalier donne par 1' auleur a = 4 , 
alors t <= 29 . Léonard tronve 
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( = 4^-6 — 8 — 10 -+-lj 

mais cettc progression arithméliqiie n' est appUcalile que 
ponr ce cas-là, et pas en générat. 
Oeaxiéme question 

1 

a;. -^ g («» -*- xj) =si 14, 

1 

I 

Par une saite très-loogue de raisonoeiueals trés-simples, 
il trouve 

Il prend pour inctmaue (res) x, -t- «3 ; icrit l«s nombres 
accompagnés de fraclions à la manière ^orientale :. 

Le numératear est le nombveaupratH'rjwnetle dèaomiiia- 
teur sub virga. 

Il dit à l'empereiir: « Vous savez que j' ai traité cette 
» qaestion de deux manières diSeréntes daas le XIII* cha- 
M pitre de mon livre (') , mais ce nouTeaa mode de sola- 
ti tioD me plalt mieux que lesantrei, et j'ar touIu en faire 
11 part à Sa Majesté. m 

Paleat quidem Serenitatt Vestre kanc questìonem a me ao- 
iHtam esse m tertio decimo capitulo ìibri mei dupliciter, sed 
quia hujus lolutionis inventio placet mihi pre atcri* modiSy 
volui eam Vettre panAsre Majestati. 

(I) Som doate VJbaqut. 
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Ce serait de la part de Léooard une grande naiTete, s'il 
cro^ait que Fréderic II ait pris connaissance dea deus pre- 
ntiéres solutiona et s'enquiert de la troigièoie. 

De guatuor kominiòus tisantiot hiUientibvi (p. 33). 

Cette question est dédiée au Cardinal Ranieri. Elle donne 
lien k ces quatre éqnations: 

a?, -+- — (a;» -»- arj, h- 2:4) = 33, 

1 

^» -^ 3 (a;j -H X4 -1- X,) = 35, 

1 
^3-^1 («4 -»- ar, -t- Xj) = 36, 

1 

X4 -+- -^x, -^- a:, -M- af j) = 37; 

^i 1 a^a , 2:3 , X4 réprésentent les nombres de beaant» qu'ont 
le premier, deuxième, troìsiéme, et quatriéme bomme. I! 
dit aroir choisi k dessein {studiose) tes nombre^ pour que 
les incounues soient des nombres entiers et pour mootrer 
que la ques.tion est insofuble. Voici sa marcbe, qui est la 
méme pour tout ce genre d'équatìons. Il preod pour ìnconnue 

x^ -*- x^ -*- X^ J 
faisant donc 

Xj H- Xj -t- X4 =JI, 
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X, -.-x,-nj-h-i4 = 33-i-^j 




». -^5 (s'B -<- i^i ->- *.) = 35 




|fe-^X4*»,)=|.-2 




1, , 1 4 




(iej-*-a;4-i-i,)=4-»— 3 




a:, -t- a;, -f- 3=3 -1- ;r4 = 33 -+^* 




"!j -^ J-(a^i -H- !C, -^ a:,) = 36 




3 , * 1 


' 


2 , 





En suivant le meme procède, il IrouTe 



Bécapitulant 



, -4- «3 ^ ^r « — 5. 



iCj -f- «3 -+~ «4 = X » 



-ir3=-i— 5, 
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additionnanl ces éqDatioos , od obtient 
1 

«, -n. -I- xj -)- 1, = 1 - « -4, 

a:, = ^ « — 4 = 33, 
1 37 

1 = 72, 
iC| -4- 36 ^ 33 . 
Ainsi la qaestion est impossìbie {colligilur inàe^ hanc que- 
ttionetn insoli^ilem esse), à moins qa'on n'accorde , que le 
premier homme a une dette {deòitum haiere) de 3 besants, 
saroir la différeace eutre 33 et 36 (') ; aioBi xi=s — 3 ; 
de là il coDclut facilement 

«,= 18, «3 = 25, 3:4 = 29. 

Si, dit-il, aa lien des nombres 33, 35, 36, 37, on prend 
181, 183, 184, 185, alors 

x, = ì, «,=94, «3 = 105, «4 = 141. 
Ce mode de solation est très-remarquable et s'appliqae 
avec aTantage à qd système quelconque d'équations du pre- 
mier dégré, de cette forme : 

«, -H- 4, («j -4- «3 -t- . . . '^- «„) aa e, , 

«3 -i- ij («3 -(- «4 -H . . . -4- «„ -t- «,) ^ Cj , 

*3 -^- ^i (*4 -^- xs-^- . . . -*- Xit -*- X, -t- «,) ^ C3 , 

Xa -*~ ba {Xj ~-t- X:t -t- . . ■ -t- X„ — ì) = Ca. 

(■) Idée jutle dea qnantité» negative!. 
AnnaK dt Sciente Mot. e Fu. T. VII Aprtìe ISòe. . S 
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De' quatuor hominihtu qui linvmenint bizetRìio». (p. M). 

Quatte hommes trouvenl une somme de besant; ils pren- 
cent au èsbard premier ±1^ ^ •éenxìétoe a^a > le (roisième 
X3 , et le quatriéme 3:4 besant. Voulant faire égal partage, 
le premier doublé la somme fH-ise par le «econd , le se- 
cond triple la somine au troisième, le troìsième quadruple 
la somme au quatriéme, et le quàlrième quintuple an pre- 
mier ce qu'il lui reste après aToit doublé la somme do se- 
cond, et alors le parts soni égales. 

On Iroave faciléntent i{9e tés <{uatr^ pbrts seront 
5(ai, — ajj) , 2(aJi — aij) , ^(ajj — x^) , A{x^ — sPt ->- »»)} 
probléme indéterminé . ìi ^ire^d 60 {tour la part de cba- 
CDD, ^lorg • 

ai, si 89^ »,^77, «3=47, «4=s27. 

Quesito sHnilà iupraset'ipts <k iMbt$t homiit*òm$ l(p. iSi}. 

'Qaestion aìudògue h ih. préClHlrate^ asis ttk pcAi plaa 
compliquée. 

lei se termiee la premile partìe da Fìoa. 

Epistola mpraseripti Leonat'di ad magùtrum Theodorum 
pkilosophìim uomini Imperatoris (p. 44). 

L'auteur dit avoir compose ce livre à ta p'rl'ére d'tin attli 
qui voul^ìt coiiliattrb 'le mt^en de Tésoudre les qqiestìons 
sur 'les oiìoaux et autres semblables, -énoncées oi-dessous , 
et il dit avoir trouvé aussi le mojen de résoudre ainsi ce 
qui concerne les divers alliages des métaux {omnes diversità- 
tes eonsolaminum monetarum {'). En elfet, le problèine qu'on 
valire, est aussi tjbe "rfigìfc d'alUage, 

0) Aitafluh «OIilag«meiit, de là lololium soulagement déB douleara, 
et anwi en terme de droìt, jnderonit^, compeoMlion, et peut-étre mo- 
rularum contolamen est améliorer les aoniiaies, ea détennìiier le pris 
JntriDDÈquej en italien, eontolar, aider queliiii'un. £'eH le Tollet-re- 
ehnung, le ealeul-Totlet des arithméticiens allemanda ; aa nioyen de* 
jelanit :> calculer, on tire (Tò Ilei) un metal d'uta'ìutl'^ (^iSlUei>,'/rM. 
Oet mih., t. I, p. 40), 
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De avibus emendi» secundum proportionem iat^m- 

Qudqn'vin acjiéte 4e$ noineaax, des lourtenslles «t ies 
colombes, en tout 30 oiseaux pour 30 deniers; 3 mowieaux 
coùtent 1 denier, de mèine 2 tourtourelles; et une colom- 
be coàte 2 deuiers. Od demande combien il y avait d'oi- 
seaux de chacune de ces (rois espèces. 

Voici le mode de solatio» de I^éouard : 

9 i'^i pose iposui) d'ab^rd ,li;epte moiae«u^ pour (10 de- 
» ^vfs &tj';ai mis de q^ ^j^t^éreatfi sitim 30 et fO^ j'ai 
» cbaagé .yto des moipeAiiF ^ :tourtereUe ^ F^u^qk^tftUoD 
K par suite de ce changement est d'uà sixième de .deoierj 

1 1 

» car le moìneau coàte — de denier , et la toarterelle — 

1 11 

» denier, et — moins ^ est ^ j ftà cbangé derechrf no 

.? y -9 

» .(p9,iflet^i? ep icolonfljbe 6,1 j',a^ (5«g^é paj- ce ,<:;|iangemejat 

2 1 

» i~ denier, différence entre 2 deoiers et ^ de denierj ie 

■4 ■* 

» réduis I 

o 
» changer Ies piojneaux en tourterelles et en colombes jusqa'à 
» ce que j'o|btienne Ies 20.que j'ai réservés ci-dessus; je re- 

120 
n dais ces 20 aussi en sixièmes et Top (i -^ que j'ai.di- 

» Tisés an deax parties, dont fune paisse se diriser inté- 
» gralement par-dA et l'aatre par % et la somme des deax 
» divisions ne doit pas snrpasser 90; -la première est 110, 
s et l'autre 10; j'ai divise la première partie, savoir 110 
» par 10, et la s^goode par fi, et j'ai eu 11 colombes et 
» 10 .tourterelles , les^|ie(les retranchée? de 30 , nombre 
» des oiseauz, il reste 9 pour le nombre des moineaus, et 
n Ies "9 moineans valent 3 deniers, Ies 10 tourterelles 5 
» deniers , et Ies 11 colqmbes 22 denicrs ; on a ainsi 30 
■ oiseaux poar 30 deniers. » 
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De eodem (p. 45). 

Mèmes doanéesj mais 30 est remplacé par 29; il (rouve 
deux Solutions: 

Colombes 11, Toarterellea 6, Moiaeanx 12 
— 10 — 16—3. 

Item de avibus (p. 46)- 

Mèmes données; mais 30 est remplacé par 15; il démon- 
tre que la solation n'est possible que pour un nombre fra- 
ctionnaire d'oiseaux, saroir : colombes 5 ì, tourterelles 5 , 
moineaux Ai, 

Mais si l'on veut aroir quinze oiseaux pour 16 deniers, 
en a des nombres entiers. 

Il a eocore deux autres qnestions sur les oiseans > qu' 
il ramène toujours à partager un nombre entier en parties 
divisìbles chacune par un nombre donne, et la somme des 
quotients n$ doit pas surpasser qn nombre dounè; mais il 
ne donne pas de .règie pour opérer une telle décomposition 
et il finit par ces paroles: Mt sic possumui in stmiUbm etiam 
ifi eonsolamine monetarum et èisantiorum operarifquod quan- 
^^ue placuerit Dominationi Vestre liquidius deelaraÒo. 

De compositione pentagoni equaliter in triangulum equicrU' 
fittm datum (p' 49). 

C'fst U solution d'un problème de geometrie, que Léo- 
nard dit avoir trouvée depuis peu (nuper) et qu'il soumet 
k la oorrection de maitre Théodore. 

Un triangle isocèle abe est donne, 

(ib=ac = ìO, ic = 12; 
^ors la bautenr ah = 8; il s'agit de trouver sur ab un 
point d , sur ac un point g, et sur be deux points e, /tels, 
que le penta^ne adefga sDlt équilatural. Des poiuts dg sup- 
posés tronvés, on abaisse sur la base bc les perpendiculai- 
res di, gì. Il prouve que les denx triangles dei , gfl sont 
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égaux. U prend pour ekote la longuear d'ai! coté do penta- 
gone et trooTe successÌTement 

bd = ÌOx y di = i(10 — «) = 8 — j *, 
Le trìangle rectangle dei donne réquatioB 

II multipHe par 2 — , et 11 obtient 

a!'-^U^a!= 182 1 
7 7 

X e' est rei, x' cenms, et la qaantité tonte conaa 182 — 

est le dragma. 

La questiou est ainsi redatte à trae rigle d'algebre ( et 
tic reducta e»t queitìo ad unatn ex regulie algebre ). 

Il résoDt cette éqoatioii géométriqnemeDt de cette masière'. 

Goacevons qu'on ait le carré klmn^ dont chaqne c6té soU 
égal à la ckoie x; prolongeons les còtés opposés kn, Im i» 
sorte qn'on ait 

4 

7 ' 
l'aìre dn rectangle Uop «st 



= -36*-), 



donc r aìre de ce rectangle est 182^, et cette aire est éga- 
le au produit de 

kl. ìo~lm. me — 182-. 
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dès^ods par 7 le mffieii Ae mo , on a done 

my ^ 18 ~ , my =334 v^, mj -+- /m. io ^??* ^517tq- 

On a par approximation 

Zj=22. 44'. 33".15"'; (y~my=im=x=4.27'.34".40'".50". 

ti faat toujours se rd^eler qù'én lout ceci LéOBardj à 
l'instar des Arabes, parie algebre, mais ne Vécrit pas, et ne 
pouTait pas l'écrire, n'ajant pdS les signes qni composent 
l'alphabet algébriqae. Selon l'ezacte définition de Lagrange, 
l'algebre est UD calcai par équations. Les Arabes f«at un 
tei calcili, mais discursivement, II j a luéme des géomètres 
modemes qui s'imaginent faire de la geometrie ancienne, 
antiquorum modo, tn algébra'isant sans alphabet. 

Il dit en terminaot : Inveni etiam his diebus aliai lolu- 
tiones super stmilibus questionihui. L'algebre appliqaée à la 
geometrie remonte aux Arabes. 

Modus alius lolveitdi sitnilis qatstiohes (p. 59). 

L'auteur revient atlt quéslibbs ilnmériqHes, dOnt la pre- 
mière rotile sur citiq hinuibes aj'ant des tioiubbes db de- 
htert {denari}) qil'll fatit deViltbr ìi l'aide db« dOfinCes sui- 
tantes : 

«.-!•.. =12, 



«J 


1 


«, 


"i 


*l-*»= 


18, 


Xf 


1 

1 


20, 
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11 prescrit un procède qu'on p«Ht géPérflliaW" ■»»**• So- 




«ar, -4- Aitj = e , 




0,Xj -*- A,«3 = C, , 




Oa*J ^ ((,«4 ^SS e, , 




«3«4'^*rf5=*«l 1 


-r 


h e h e. b h, 

— — X. S= ■ (- — -rala 

e a o o, oc, 


— L 




t h c^ 


i 1, e, i i, t, e, b 1, i. i, 


a da, 


a ai Ui a «, a, aj « a, a, aj 



c 4 «, A Aj e, i i, Aa cj 
a a a, a a^ a^ ó «i a, 43 

A a, 0, aj «4 if 4. a, 03 04 ' 

«1 {a Oj o, 03 04 -+- 4 A, Aj Aj A^l =: a, a, «3 04 e — a2aìa[^hCl 
TH «3 »4 kbt f, -• (»4 Wi bf rp -^ fiAi A, h Cf, . 
De Ift par dreulation, <m AHuit «^ , Xì, 214, ^5 . 
L« procède in^ìquè paF LéoBard ravient à l« fovmatìoa 



S8 dÌTers termes a 


f a. 


«s 


. ai. 


e , «te. 




Oli troave 












.612 


»:.« 


iO 


218 


*! iii= U 


43 
721 



,,453 619 

pour dénominateur 7 et 103; ses resultala ewl Cwti&.~ 
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Par exemple , on trouTe 

4938 - 612 , ., ^ ., .3 87 

*i = ri^TT- = o -.^. -1 et il ecril x.^o -*- —-i -— . 

721 721 ' ' 7 103 ' 

ce qui est faux. 

Investigano unde proctdat inventio supraseripta (p, 54). 

L'auteur offre de dire à maitre Théodore d'où provieni 
l'inTention précédente. {Et si unde tatù inventio proeedat ha- 
bere volueritts, vobis illud, tanquam domino venerando mit- 
tere procurabo). 
C'est ici la fin de la deuxième partie du Flos. Dans ces deux 
parties, Léonard traile principalement de la résolution de 
certainea éqaations da premier degré. Partout il monlre 
beaucoup de finesse et d'habileté, et l'oo Toit qu'il possé- 
dait TJrtueliement ies formules cramèriennes ; n' onhlions 
pas qae nous sommes au commencement da XIIL' siede. 

Incipit liber Quadratorum compoiitus a Leonardo Pisano^ 
anno MCCXXV {p. 55). 

Noas avoos déjà vu qoe c'est une question proposée par 
Jean de Palerme qui a engagé Fibonacci à composer le Traile 
des Carrés dédié à l'empereur Frédérìc II. C'est le monu- 
ment arithmologìque le plus précieux que nous ail trans- 
mis le mo^en-àge, et où l'auteuFT successeur de Diophante 
et des Arabes, se mentre esprit indépendanf, originai, créa- 
tear et digne prècnrseur de Fermat , <m platOt du XIII' 
siècie il faut descendre jusqu' au XVir poar rencontrer 
dans Fermai un second Fibonacci. 

Dans tout le cours de cet écrit, il s'appnie sur ces deux 
propriétés : La somme de la suite naturelle des Rombre» 
ìmpalrs est uu carré; la différence des deux carrés impairs 
consécutifs est un multiple de 8. 

Il débate ainsì: Consideravi super originem omnium gua- 
dratorum numerorum, et invent iptam egredi ex ordinata tm- 
parium ascensione. 
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De là il concini qu'étant donne un carré, on peot troa- 

Ter un second carré qui joint au premier fasse encore tm 

carré. Si le carré est impair , par exemple 9 , on fait la 

somme des nombres ìmpairs qui précèdent 9 ; co a 

16 et 9-4-16 = 25 = 5». 

Si le nombre est pair, par exemple 36, on cherdie les 
deus nombres impairs consécutifs dont la somme est 36 , 
ce sont 17 et 19; faisant la somme de tous les nombres 
impairs de 1 à 15, on obtient 64, et 6' -t- 8' =10% et 110 
esl la somme des nombres impairs de 1 à 19. 

Ad inveniendos plures quadrato» numeros (p. 57). 

Maìntenant on peut trouTcr tant de carrés qu'ou veuf , 
dont la somme soit un carré, par exemple', sì l'on demande 
cinq carrés, le premier étant 9 et dont la somme soit nn 
carré. Il tronve 

3' -^ V -^ 12' -^ 84* H- 3612* = 3613'. 

En general si la somme de n nombres impairs consécu- 
tifs donne nn carré, on a un moyen de trouver nn second 
carré qui joint a ce carré donne un carré. Pour trouver 
ces n nombres, il suffit d'avoir un carré impair divisible 
par n. 

Autre moyea. Si 2a -+- 1 est un carré, 8a -+- 4 sera aossi 
nn carré; mais 4a' -i- 8a -i- 4 est un carré: donc , eie. 

Il démontre par la geometrie que 

(fl _^. 1}' _ a' = (a -^ 1) -^ a , 
et 
{a -+- hy — o' = b{a -*- ft), (m* -i-n'Y — (m' — n*)'=4m'n'. 

Poar ce dernier théorème, il imite la constrnction d'Eucli- 
de, livre X., premier lemme rélatif W la proposition 30. 11 est 
fórt singnlier qne ce lemme n'estjamais cité quand il s'ag:it 
du tbèorème numériqne de Pythagore ; il contieni 4)our- 
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taot la solutioo gésérale du problème, et eult parait aroir 
èchappé à toa( ie moade, exceplé à Fibonacci- . 

11 démoQtre encore grapfaiqnemeot d'une manière trés-in- 
génieote qne le terme sominatoìre de la saite des nomhres 
ìmpairs est toajours an carré, et la démonstratioo est fon- 
dèe en principe sar ce que 

{„ _+- 1)' _ «• = A«' = 2n -^- 1 ; 
d'où 

n* =. 2(2m -f- 1). 

Problème (p. 66). Étant donne an carré égalàla somme 
de deux carrés, décomposer ce carré encore d' une aptre 
manière en somme de deux carrés. 

Le procède graphique revient à ceci- 

Soit 

alors 

Proposition. Si quatre nombres a, ò, e, d , ne soqt par 
en proportion, et si ti*-t-i* et e' -*~d^ ne soni pas des car- 
rés, on peut décomposer le produit (a* -t- i') (e' -t- d*) de 
deux manìères en somme de deux carrés, savoir 

(fl' -f- i')(c' -.- d') = (oc -H- bd)' -*- (ad — be)' 
=(ac — bd)' -^- {ad -*~ ic)*- 

Si a' -(- b' est un carré, il y a évìdemment encore une 
troisiéme décomposition, et une quatriéme lorsque c'->- d' 
est aussi un carré. 

Léonard dèmontre parfaitement cette importante propo- 
sition qui lui appartieni, selon l'obserratìon de M. Woepcke 
(Journal de Matk. t. XX., 1855.) Diophante peat avoìr con- 
Qu cette propriété, mais ne l'a pas ènoncée, et la démoo- 
stration, sonrtout par la métbode grapbique, n'est pas facile. 
Le nom de Fibonacci doìt rester attaché à ce théorème. 
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A la page, 73 il donne reqnivalent de la formale 
{b' _ ay -+- Ìa*b' =(o' -.- by. 
A la page 74, 

d' -+- ft* = e, 

ep' e± r* -♦" «*, 

(,-)"- (fi" =•• 

I^ge 76. ^Offlme de« carris de la mite naturelle des nom- 
bret. Il la trouTe d'aprés ce résulut da calcai aax diffé- 
r«tic«s 

n(n -I- 1)(2« -+- 1) — {« — 1). n. 2» — 1 

== A. B. n -4- 1. 2» -4- 1 = 6n* j 

d'où 

è =^"- 

Page 78. 5oinme des carré» de la tutte naturelle des nom- 
hre» impairs. 
D'après le résaltat 

A. 2n -+- 1. 211-.- 3. 4» M- 4 B» 18(2» -+- 1), 
d'où 

2n-*-1.2nH-3.2ln-^4 



;2«-^4)'=. 



12 



U iod^ftie é6 mteM Ife sDiBtte des earrés des nombMB 
pàira et du BombMA tentimi, ete., Wajow^ ea présenU&t 
hs notBbns par des ligbes «t opériDt sor ces lif^es co«- 
me DtWe sar Ira httrUx C*«6t ViéUi qvi a remplaci eei lìgoes 
par 4«8 lettre*^ 

Le probléme suiTant étant le plas importaat de ce Traìté 
des carrés, nous allone le dooner presqae textaellemeHt. Il 
est précède de ces deox propositions qui font office de lemme. 

Lemme 1. Lorsqae ;> et 9 sont deux nombres premiers, ' 
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P^ip -^ g)(y — g) 
24 

est toajunrs od nombre entier, et lorsqoe ;i et ; soni ieax 
nombres quelconqaes, 

24 
est nu nombre entier. 

Le prodait 

Ìpqlp-^g){p~q) 
se nomme congni. Noas Terrons la raìson de cette déno- 
mination. 

Lemme II. h étant simallaDément moyenne arithmétiqne 
entre a, et a„^, , entre a, et a^^j entre «j et a„^% ete. , 
entre a„ et a,Q , la somme des 2» nombres a, a,, ... , a,„ 
est égale à 2n6. Si & <= 2n , la somme des 2n nombres est 
un carré. 

Probléme. Trouver trois carrés et un nombres tei, qu' 
en ajoatant ce nombre au plus petit de ces carrés y on 
trouve le carré mo^en , et qu' en ajoutant ce nombre aa 
carré moyen, on trouve le plas grand carré. 

Solution. Nous suivons la marcbe de Fibonacci, mah ed 
prenant des Uttrea aa lìea de /tynes. 

Soient o et ( deux nombres impaìra consicutifs, de sorte 
que b= a-*-2, a-t-i = 2a-*-2: il s'agit de trooTer Une 
suite de nombres ìmpairs consécatifs telle, qo'on pnisse la 
décomposer ea deux suites de méme somme, et qne le nom- 
bre de termes de la m£me snìte soit au nombre des ter- 
mes de la seconde comme a : b. Sit la suite des nombres 
impairs consécatifs 

(A) 2«" — 3, 2o' — 1 , 2o' -+- 4a -i- 3 » 

elle renferme 2a h- 4 termes. 
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La rao^enóe àrìthmétiqQe entre le premier et le dernier, 
le deaxième el l'aTaat-dernier etc.,est 2a(a-i-l); alors d'après 
le lemme 11, la somme est 

4a(o-.-l){o-t-2)=c, 
oombre congru, en faisaat p ^a -^i y q =:a. 

Soit la seconde suite 
(B) 2a'-.-4o->-5, 2a' -*- 4a 4- 7, . . . , 2o' -*- 8a -t- 3. 
Gette suite renferme 2a termes. La moyenne arithméti- 
que est 

2a' -+- 6a -^ 4 = 2{a -^ l)(a -.- 2), 

et la somme est 

Dombre coDgru. Par conséquent, les deux suites (A) et (B) 
remplìssent les deas conditìons énoncées ci-dessus. 

Complétant la suite (A) en descendant jnsqa'i l' unite , 
la somme de 1 à ìa' — 5 est égale à {a' — 2}* ; la som- 
me de 1 à 2o* -t- 4a -•- 3 est (a' -*-2a~*- 2)* ; donc 
(a' _ 2)' -.- e = (a' -h- 2o -*- 2)'. 

Opéraut de méme sorte sur la suite (B) , la somme de 1 
è 2a' -1- 4a H- 3 est {a' -<- 2o -^- 2)' ; la somme de 1 à 
2a* H- Sa -.- 3 est {a' -i- 4a -+- 2)" ; et 

[a' -t- 2o H- 2)' -^- e = (a' -•- 4o -*- 2)'. 

Le probl^e est dooc résolu. Les trois carrés sout: le petit 

carré {a' — 2)% le moyen carré (a'-+-2a-+-2}', et le grand 

carré {a' -*- 4o-t-2}* , et le oombre à adjondre est 

c = 4o(a-4-l)(a-^-2)i 

on l'appelle congru parce qu'il couTient à ces trois carrés> 
qui sout congruenti. 
Fibonacci prend a = 2 , alors on a e ^ 240 , et 
7' -^ 240 = 17' , 17" — 240 — 7" 
17' -^ 240 = 23' , 23' -^ 240 = 17'. 
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FiJHMacct se serraot de ligp«8 «at «bligi i' Batrtr dans 
iti longues di»cus$M>fis SKtenées fonr les eas oà «^ 1 el 
a* — 2 derient négatif, et dans ^es tces frarctiaunaines il .a 
bésoÌD da premier leuime. 

Aa mojen de signes littérauz, cette discussìon est ina- 
lile, et l'on a en general ( Boncompagnì Annali di sciense 
matematichey Aprile 1855) : 

« = imn{m -t- n){m — «) , 

X = ni* H- «• , 

y =pt(»t-*-»)' — Jj»* , 

2 ^ (m -t- n)* — 2ib' * 

s" -+-e=zx* , 

a;' H- e = y'. 

ffw qw^io ftnedwta i» prologo itaiiu» l^i i/pag. ^\. 
iGelt^ quqafion, ^rttposée pur Jean de f alerine, est, codh 
me noo^ il'avons vai, >de satjsfaìre aax ^qaations 

a;"-*- 5 -".y% 
y' -^ 5=?^'j 

y est >le Donfbre («hercbé. Mifltipliant les deax iqnations 
par v', on a 

x'v' -(-6d''^ y'v' •; y\' -»- Su* = i*ti" . 
QheFcboDS un nombre «ongm de 'la forme 5t)*, 41 suffit de 
ptendre dans les jbvmules -pf^cédentes tn:=6, -n ^ 4j alors 



=49' ; 



M ,5 
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(Page 98.) Va carré ne peut-ètre an nombre eongru. 
Il établit comme lemme qa'oa ne peut avoir 
m{m — n) = n{m -*- n) , 



"<»-)■' (=^)"=^^ 



ce qui est impossible en nombres ratìonnels. 

Dono mn (m-f-n)(m— n) ne peut devenir un carré. Mais 
il fandraìt eucore démontrer qo'oo ne peut avoir 

mn ^ m* — n', 
ce qui est d'aillebrs facile, car on aurait 

4m" — imn -t- n" = 5«'I ) = 5; 

impossible. On ne peut dose àvoir simaltanément 

a;* -4- e* *= y* , X* — e' ^ y* i 

mais la démonstraticm d' est pas complète. Il faut encore 
prouver: 

1.° Que t» , n , m-*-n , m — .» ne sont pas des carrés 
simultanément 

2." Que m, n, m' — n' ne peuventfttre des carrés. Cela 
ne peat se démontrer que par le fbeoréme de Fermai sur 
les bi-carrés, aoxqueb Fibonacci n'a nuUement pensé; on 
a eu tort de lui en attrìbuer la connaissaoce. 

(Page 100.') Vr^Iéme. Satìsraire anx 'équations 
j;^ — a: o= y» 
x' -*- x^ «*. 

Solution. Soit e un nombre coagra aux tnùs cacrés «% 
e', f', de eerte que Fon aìl 
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w" -.- e = d", * 


de là 


u' — cz= (*, 




ui-^eu'^v'u\ 




«*—«*» = t*u' , 




r)'-v=(TÌ 




(t)"-"t = (t)' 


on a donc 






.-*. _™ ,_ 


(Page 100. 


Pro4(*»e. SaUsfaire ani 




^' — •ra = s', 




X* — ma: = x*. 



Vi»/ I» m' ' 



ce qui reTÌent au problème précédent. 

Théoréme. Si I'od a trois carrés impaìrs consécutifs A , 
B, G, on a 

C-B-(B— A) = 8j 
de méme si les carrés soat pairs et consécuiifs. D'où I'od 
4;oiiclut que les difTérences entre les carrés impaìrs cODsé- 
tifs doDoent la progression 8, 16, 24, 32 , etc, et les dìf- 
ferénees entre les carrés pairs forment la progression 12, 
20; 28, 36 etc. 
Il emploie ce théoréme comme lemme pour -résondre i'é- 
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quation 

x' — y' a 

z' -~ x' ò 

Si 

on a 

a; = 2o-+-l, y = 2o — 1, z = 2o-»-3. 
Si 

a=2n-t-l, i = 2ft-t-3, 
on a 

X =: 2n -1- 2 , y = 2r , x = 2n -»- n. 

Faisons gènéralement 

j; = m-«-n, y = m, x=»»-t-2», 

00 a 

x' — il' 2>n -*- R a 

-i^ = i 5- = r. 2m(i-<») = «{3a - i) , 

z' — X 2wi-*-3n A ' * ' ' ' 

éqnatìon k laqnelle on peut satisfaìre d'une infinite de ma- 
nières. 
Un troisième cas partir olierrest celai 

o = p* , b ^ q* , 
alors 

x — q*, y=pq, x=p'. 

La solution generale de Fibonacci se ramène à ceci: 
Soieot A„ , Àjt' , An" trois termes de la suite natorelle 
des carrès des nombres impairs, les n indiqaant les rangs. 
On a d'après le théoréme rapporté ci-dessns , 

A„' — A„ = 4(fl' — n)(n -^n' — 1), 
A„" _ A„'= 4(«" - flV -i- fl" - 1) 
on doit donc satisfaire à t'équation 

A(b' — n)(»i -V- n' — 1) = o(rt" — «'){«' -1- n" — 1). 

Annali ilt Seitiue Mal. e Fu. T. VII. ApnU 1856. IO 



;;Cooglc 



(148) 
Exemple h 

il prcnd « = 4 ; alors 

n' — 5 , n"= 8 , 
satìsfont à réquation 
A, = «.A, = 81.A. = 225, ?!^»=^ = |. 

Fibonacci fait obserrer qae les solulìons fractioonaires de 
l'équatioq 

doonent aossi des solations ea nombres eatiers , car on a 
p'x' — f 'y* _^ a 
P^z' — ji'a:* é 
£!xeffi|>Ie II; 

Jr=43, »=eli, 
il trooyp 

n =31 3 , n' = 14 , n" = 30. 

Fibonacci parvient à ces diverses valeurs par (àtonnements: 
Il y a une méthode de soltìtion generale très-simple , très 
directe, déjji emplojèe par Diopbante pour le cas particn- 
lier a=l, Ò=3 (Diopbante, t- II, prob. 20)- Mais Fibonacci 
ne connaissait probablement pas Diopbante qa' il ne cito 
jamais. D' ailleurs il ne cito qu'Euclide. A-t-il coann Al- 
karki ? c'est fort dontenx. Il résont ensoite ce problème 
qai ne présente ancune difficallé (p. 112): 

«' H- y* = v' 

x\ ~+- y' •^ s' = v' 

x' -*• y' ~*~ a* •*- t' ^ »^ 
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Otifstio mihi proposita a MagUtro Tkeodoro, Domìni Im- 
peratoris pkylosopko (p. 114). 

JC _t- y _+_ a _»_ j.» _t_ y» = tj», 

X -t-y -t- z -t- x' ^ y' -*- x' = w'. 

G'est la demière qaestioD} te mannscrit est malheoreose- 
meat interrompa au verso de la feuille 39 ; de sorte qn'on 
n'a pas la solation complète. Elle a été reslaurée et gé> 
nèralisée dans nn beau travati de M. Genocctii qne noos 
doDDerons dans ce journal. Ce qui précède suffit pour justi- 
fier la haute importance historìque, qu'on doit attacher à la 
converte du prince Boocompagni. On trouve od ontre dans 
de l'ouvrage cité ci-dessus {iRtorno ad alcune opere etc), des 
renseigoementa curieux sur divers personnages . Antonio 
de'Mazzìnghi da Peretola (vers 1350), Dagomari Paulo del- 
l'Abbaco (SIV.' siede), Jean dell'Abbaco, Antoìne Corbinelli 
(XV.° siècle), probablement de la famille de l'ami de ma- 
dame de Sévigné , et plusieurs autres. C est un ouTrage 
à consulter pour les biographes et bibliographes. 
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SULLA DIREZIONE DEGLI AEROSTATI. 

MEMORIA 
DELL' IRGECinnEBE CARLO «ABOSSI. 

§. 1. L'invenzione degli Aerostati che ebbe luogo al fi- 
nire dello scorso secolo, risvegliò le più grandi speranze 
circa la possibilità di percorrere con rapidità ed agevolezza 
l'atmosfera che ne circonda. Dopo la scoperta di Mongolfier 
sull'innalzamento dei globi mediante l'aria rarefatta, il per- 
fezionamento arrecato dall'applicazione dell'idrogene al riem- 
pimento dei medesimi, e le ascensioni in gran numero ve- 
rificatesi, sembrava agevole la transizione alla scoperta di 
un meccanismo che applicalo al sistema sollevatosi nell'at- 
mosfera, gl'ìmprimesse in una data direzione una velocità 
considerevole. Tutte queste speranze non tardarono però a 
cadere, ed in oggi la possibilità dì dirigere gli Aerostati é 
riconosciuta essere una utopìa, per la difficoltà d'innalzare 
una forza motrice considerevole e di peso invariabile in un 
fluido cosi rado come l'aria, superando con essa le correnti 
fortissime che percorrono gli spazi! atmosferici. 

Diffatti l'Accedemia delle Scienze di Parigi interrogata 
fin dal Febbraio 1784 da un ministro per nome De Breteuil 
sull'utilità degli Aerostati e sul loro perfezionamento, ebbe 
a rispondere ; 1." Che gl'inviluppi ordinari!, allora in uso, 
non erano atti a sostenere la tensione dell'idrogene quando 
venisse forlemente riscaldato dai raggi solari. 2." Che il 
metodo di gettar zavorra che non può ricuperarsi, non per- 
mette di alzarsi ed abbassarsi indefinitamente a volontà del- 
l'aeronauta. 3." Che l'unica forza motrice applicabile alla di- 
rezione dei medesimi essendo quella dell'uomo, il peso di 
questo motore, molto considerevole a fronte dell'aria, ob- 
bligava ad assegnare forti dimensioni all' apparecchio ele- 
vatore , per cui molto rilevante facevasi la resistenza che 
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s'incontra neirindirizzarlo a trarerso la massa aerea, i' Che 
l'allungamento orizzontale dell'Aerostato eoi quale spera- 
Tasi di ovviare in massima parte all' ostacolo cbe incon- 
trasi nel fender l'atmosfera , non deve oltrepassare due o 
al più tre volle il suo diametro verticale. 5." Cbe il mi- 
glior modo in fine di valersi degli Aerostati consiste, dopo 
studiata la direzione dei venti a differenti altezze snlk su> 
perfide del globo. Dell'innalzarsi od abbacarsi fino a che 
s'incontrino quelle correnti cbe favoriscono il moto nella 
direzione prefissa. Ciononostante riconobbe qnell' Accade- 
mia delle Scienze il vantaggio che ritraesi dall'ottenere nn 
moto indipendente delle correnti atmosferiche sia per isce- 
glieré il punta di discesa, sia per percorrere un mediocre 
spazio in Un'Atmosfera tranquilla^ anzi fecesi essa a redi- 
gere dne progetti , il primo per nna macchina capace di 
portare 30 uomini^ l'altro per trasportarne 6. 

Fino ad ora nulla è sopravvenuto cbe infermi radicalmente 
il giudizio arrecato da quel consesso scientifico sul moto 
di traslazione, e tutte le iuvenzioni più o meno ingegnose gli 
esperimenti effettuatisi nell'epoca attuale, se addimostrano 
la facilità del moto verticale, additano ancora l'insufficienza 
dei mezzi onde talnno pretese valersi a dirìgere un Aero- 
stato nelle regioni aeree. 

Nel gran numero d'invenzioni che sorsero onde risolvere 
il problema del moto orizzontale, una ve n'ha che merita 
~ menzione per aver fornito soggetto di stndio teorico al prof. 
Hagistrini di Bologna, e di esperimento pratico al defunto 
Principe Luigi Bonaparte. Il meccanismo di cui discorro 
consiste nella rotazione delle superficie elicMdali attorno ad 
un asse, il qnal motore cosi prosperamente applicato in oggi 
alla navigazione comune, fino dal 1823 forniva argomento 
al MagistrÌDÌ d'una memoria inserita negli atti della Società 
Italiana di Modena, mentre il Prìncipe Bonaparte verificava 
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dal sua lato sp«riinenlalinente l'efficacia di questo propnl- 
sore nell'ìndirizzare nu glolio nell'aria. 

Il Magistrini sottopose a calcolo nella sua memoria l'ef- 
fetto prodotto da un peso che discendeodo Beli' Atmosfera 
pone in rotazione un sistema di quattro coclee munite cia- 
scuna di quattro superficie elicoidali formate da delle stoffe 
flessibili. La rotazione prodotta dal peso discendente genera 
nna pressione sall'aria nel senso dell'asse della coclee, le qua- 
li per la reazione dello stesso fluido sono costrette a progre- 
dire con moto di traslazione seco strascinando tutto il siste- 
ma. Giunto il peso al termine della sna corsa, snpponsi che 
il volatore lo rimonti, e poscia lo lasci dì nuovo discendere , 
e cosi indefinitamente. Esaminate le leggi del moto, vario 
dapprima e poi costante al termine di ogni periodo di alter- 
nativa discesa ed ascesa, applicò il Magistrini le formule ot- 
tenute ad un caso pratico. Sappose cioè che il globo sferico 
contenente l'idrogene avesse m. 9,03 di dianwtro; che il peso 
motore fosse kilogr. 32, 57; la lunghezza della discesa m. 
3,00j il tempo per rimontarlo 75"; il peso totale del sistema 
kil. 890, 47. Ridotto il moto all' uniformità, dopo ciascun 

circa, all'ora.Siccome la quantità d'azione sviluppata dal mo- 
tore è minore dì 98 kilogrammetri negli 83"^, é evidente 
che l'efl'etto ottenuto non poteva essere che meschino, come 
infatti risalta. Intdtre t'inflaenza del moto progressivo del si- 
stema sulla resistenza dell'aria alla rotazione delle coclee, es- 
sendo stata valutata in modo che non parmi consentaneo col- 
le leggi della Meccanica, mi è semlH'ato a proposito di ripren- 
dere il problema, suppcmendo che il sistema sia capace di 
innalzare un certo numero d'uomini, ì quali vengano appli- 
cati mediante delle manovelle, ed un semplice meccanismo al- 
ta rotazione delle coclee; rintracciando dipoi mediante le 
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note \e{fgi della meccanica quale effetto utile se ne poss^t 
tìtrarre. Da questo caso particolare potrà poi deduni notìzia 
circa la possibilità del problema generalmente considerato. 
In questa ricerca ho supposto che diasi all'elevatoi'e tinà 
Forma diDerente dalla sferica che è poco accoacia ad at- 
traversare un fluido^ ma mi sono rinchiuso denbro i limiti 
dell'allungamento prescritti dall'Accademia di Parigi nell'in- 
dagine per essa fatta, come ho superiormente indicalo. La 
maggior incertezza proviene dal valutare il coefficiente di 
resistenza dell'aria, sia al molo progressivo del sistema, sia 
alla rotazione delle elicoidi. Pel secondo, ho seguita l'ipo- 
tesi del Magislrini; quanto al primo osserverò che se per 
le necessità della navigazione ordinaria vennero istituite nu- 
merose esperienze sopra galleggianti corpi immersi di dif- 
ferenti forme, affine di conoscere la resistenza che oppon- 
gono al molo dentro l'acqua, altrettanto non può dirsi del 
fluido aereo, e tanto meno si- rintracciò la forma da asse- 
gnarsi alla prua d'un Aerostato, onde esso incontri il mi- 
nino ostacolo nel moto di traslazione. Fui perciò indotto, 
dopo fissala la configurazione che mi sembrò convenevole, 
a determinare due limiti, uno maggiore, l'altro minore pel 
coefficiente di questa resistenza, ed a calcolare i risultali 
ollenuti in entrambe queste ipolesi, fra i quali sarà rac- 
chiiso quella che può conseguirsi. 
§. 2. Ciò posto denomino 
P' =: Kìl. 1500 peso da Innalzare detrattone l' idro' 

gene. 
M massa del sistema, compresovi t'idrogene. 
y = 9, 8088 gravila. 
' t ^ 12° temperatura dell'atmosfera supposta invaria- 
riabile fino aU'altezza d'equilibrio ^ 400". 
f/=Kil. 1,24316 peso d'un m." e." d'aria a livello del 
mare, e 0.™ 76 di pressione. 
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f' id. id. all'altezza dì 400" = Kil. 1, 21748. 
p" id. id. del m.' e." d' idrogene a 12* e O." 76 (K 

pressione = Hil. 0, 08572. 
E eccesso della pressione delt'idrogene su quello dell" 

aria a 400" e. s. = O," 02 d'acqua. 

V rolume dell'eleTatore. 

V 

— i id. dell'idrogeoe suddetto che sì adopra per la ca- 
rica. 

k elasticità dell'aria a livello del mare = 10,"* 33 d* 
acqua. 

h' id. id. all'altezza di 400." 

k" id. dell'idrogene id. id. 

P, peso del m.' e." d'idrògene all'altezza d'equililrio. 

A differenza di peso dei due fluidi id. id. 

fi ^ 4 numero delle superficie elicoidali motrici. 

p raggio di due puleggie montate sull'albero delle su- 
perficie elicoidali che ricevono l'azione della forza 
motrice. 

F quantità d'azione della forza motrice in 1." 

F' id. id. id. misurata alla circonferenza delle pulcg^ 
gie suddette. 

P resistenza dell'aria al moto rotatorio d'uu'ala miiu- 
rata e. s. 

V Telocità della circonferenza di queste pule^c al 
tempo t. 

GÌ ss — velociti angolare di rotazione id. id. 

S momento d'inerzia delle masse rotanti. 

u velocità di progressione del sistema al tempo t. 

X, y, X coordinate rettangolari 'd' un elemento dell» 
superficie elicoidale riferite all'asse S di rota:ione 
e ad un piano perpendicolare all'estremità del me- 
desimo. 
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<p angolo dell' etemeDto saperficiale coli' asse di rota- 
zione. 

y = g- resisteoza dell'aria all'altezza d'equilibrio per 

la superficie 1 e la velocità 1. 

a raggio del ciliodro interno so cui si ray»olge la su- 
perficie elicoidale. 

l -*~ a id, id. esterno che la circoscriye. 

f angolo dell'elica direttrice del cilindro interno coli' 
asse di rotazione. 

m passo dell'elica suddetta. 

2L lunghezza totale delle saperficie motrici, misurata 
sull'asse di rotazione. 

H resistenza dell'aria al moto di traslazione del siste- 
ma per la velocità « = 1. 
Si ha dapprima per l'aria 



per l'idrogene 



-;'^!^|-* = 0,97934.*; 



"■=*.^ 



-^=0,97934. A - 
n 

e sostituendo per A ed £ 

«'=1,019. 



Poscia 



n' 1,019 

A=p' — P, = 1,13337. 
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Ora rìteaeDdo le denominazioni fatto, calcolo il valore 
di P. Sarà 

la velocità di rotazione dopo il tempo t di un elemento si- 
tuato alla distanza [/"{y' -*- x*) dall' asse delle superficie 
elicoidali. 

— l/{y*-t- Ji').cosy 

velocità con cui l'elemento incontra l'aria per «(Tetto del 
moto di rotazione. 

-^l^(y* -«-«')-cos <p ^ u sen f 

velocità con cui l'elemento urta l'aria tenendo conio anche 
del moto di traslazione del sistema. 

7J — l^(i/* -*- a').cos (p — u sen tp\ 

resistenza dell'aria snll'anità di superficie al moto di rota- 
zione. 



en p (— l^ly^-'-^'ì-cosf— usenpj 



componente di questa resbtenza nel senso del moto di tra' 
slazione, ovvero dell'asse di rotazione. 



y cos f (~l/{y -t-2').cosy — tfsen^l 

componente della stessa resistenza perpendicolare all' asse. 
Inoltre essendo 

X tane./' 
g = y tang. ^-^ 

l'equazione della superficie elicoidale, sarà l'area dell'eie- 
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a 



y tang./" 
«113)= ^ ^-^ 



cos a) ^ — 7= ; ; — 

per cai si ha 

taae.f.y.ixAy iv , . „ \' 

a cos' ^^- - "^ 

a 

per la resisteaza dell'elemento nel senso del moto rettilineo^ 

daidy ,« „ , ,, \' 

cos ^^- ^ 

per la resistenza dell'elemento perpendicolare all'asse. Sosti- 
tuendo di nuoYO per senp e cosy i valori trovati, per l/(y'-i-2*) 

l'espressione — dedotta dall'equazione della su- 

cos ~ — 

a 

perGcie , ed infine per — il suo valore — , sì avrà 

a m 

2jr y^ixdy ,v 2r« \' 

~ ,2jia: / , 2rìf hn' 



cos.° (cos' 



4Jt , \ \ 
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Per la componente della resistenza parallela airasse. 



7- 



y'Axdy ^ v 2bu i 

9 cos* -+" -T-y I ' 

m \ m m / 



Per la componente perpendicolare all'asse. 
Il momento di questa componente é 

y Vfy" -^ g')da:dy iv _ 2ffM .' 



' 2nj; / , 27ra; 4it' . 

cos (cos -1 r y 

m \ m m 

"'^Mj - -^) 

= y ' 

cos (cos 1 -y 1 

m \ m m ' 

e la componente medesima valutata alla circonferenza della 
puleggia di raggio p 

yHxAyi ) 



p, 



, 2g3: 4rt* \ 

tu m* ' / 



Queste due componenti valutate per tutta 1' estensione di 
un'ala, danno 

2n7/« _ '^!^\CC y'djdy 

.cos ( cos -+- -r-y 1 

m \ m m ' f 



2n« \ fC y'dgdy 

4jt' ,\ 



p \p tn iJJ , 2na:, 



integrali cfae debbono effettuarsi fra i due cilindri di rag- 
gio a e 2-i-a e per tutta la lunghezza 2L dell'ala. 
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Eseguendo si ha 

2it L 4ii" 'V oi'-.-4irV /J Y" fi» 

m I 
per la componente della resistenza d'un'ala al moto retti- 
lineo; e 

7Lm'r„ ,, , *n* , /^»*-^-4Jr'((-^-«)*\^ /«* 4n 

r^r- 1 (t-^o) — a — r-i 'og ( . , ■ v II (-. "^ 

4n f L 4rt " \ m»-*- 4n a /J V pm 

m / 

per la resistenza al moto rotatorio valnlata e. s. Sì ha Inol- 
tre l'equazione 

La quantità (M) può scrÌTersi sotto la forma 

(M) = Ru* — R'«» -.- B'V 
e la P diviene 

P = -^(Rf ' — R'uB -^ R"«') 

avvertendo che in entrambe queste espressioni deve veri- 
ficarsi la condizione • 

« 2JW 

7 "^ 

affinchè la resistenza dell' aria alla rotazione si operi sul 
lato della superficie opposto al moto di traslazione. 

%. 3. Ora sappongasi che la forza motrice sia applicata 
a delle manovelle montate attorno ad un albero secondo tre 
piani ad angolo di 120° fra di loro. L* albero porti due 
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ruote dentate le quali ingranino in dae rocchetti, ciascu- 
no dei quali ha un proprio albero che porta altresì una 
puleggia. Queste due puleggie mediante due funi perpe- 
tue pongano in moto quelle fissate sull'asse delle snperS- 
cie elicoidali. Denomino 

r' il raggio delle manOTelle. 

B' il raggio della circonferenza primitiva delle ruote 

dentate, 
r il raggio della circonferenza primitiva dei rocchetti. 
R il raggio delle puleggie montate sugli alheri dei roc- 
chetti. 
p il raggio delle puleggie montate sall'alherò elicoidi 

(e. ..) 
n, numero dei denti d'una ruota dentata, 
tt'i numero dei denti d'un rocchetto. 
v' velocità del gomito delle manovelle. 

V = —f — V velocità della circonferenza di raggio p. 

d . . . diametro dei perni dell'albero delle manovelle. 
dt . . . diametri dei perni degli alberi dei rocchetti. 
id . . . diametri dei perni dell'albero elicoidi. 
P . . . P, . . . ,P . . . pressioni medie dei perni contro 

i cuscinetti. 
f, f, f" coeffi. dell' attrito dei perni nei cuscinetti , 
dei denti degl' ingranaggi, e delle fnnì nelle gole 
delle* puleggie. 
3 = pfp arco abbracciato dalle funi perpetue in ciascu- 
na puleggia dell'albero elicoidi. 
Le quantità d'azione assorbite nell'istante dt dal mecca- 
nismo di trasmbsione sono le seguenti. 
Pei perni dell'albero delle manovelle 
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Pei denti degl'ingranaggi 



-r'(r 



Pei perni degli alberi dei rocchetti 
Per le foni perpetue 



;/-_.) (,._^ 



e P —1 
Pei perni dell'albero superficie elicoidiche 
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ì ['-^"(„-!^](''^-«)(»--f-) 



[-r<- 


^*.)](*- 


1 


-) 


1-»- 


1 


r. 


/ ■ 






e — 


1 




e r ^1 






{fi.i 


■ ■) 


■"'' 





quantità che ha la forma 

{/3F-t-nV)d( ....(*) 
e per essere »' proporzionale a v 

dti^Y -^ n«). 

Ora il princìpio delle forze vive dà l'equazione concer- 
nente il moto di rotazione dopo il tempo ( 

2(F( _ r'{^F-f-ni>)<i(- ^rpwdt) 

_ , fi » ' £^—1' 
r ^' "^ r R""' 

in cui s, $', »" sono ì momenti d'inerzia delle masse ro- 
tanti dell'albero elicoidi, degli alberi rocchetti, e -dell'albe- 
ro manovelle. Ponendo 
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poscia differenziando e dividendo per 2dt^ si ha 

F(l - (3) ~ 4P» — Ho = Sa ^ 



si avrà 

(A) 4^ = —-(P; 

^ ' p' dt V ' 

equazione in cui a e FI sono coefficienti determinati dall' 
antecedente calcolo del meccanismo. 
L'equazione del moto di traslazione sarà evidentemente 

{fi) M^ = 4P-H»- 

e sostitoendo per P, le due equazioni diverranno 







1 


-/3 


= 


« 


s 
p' 


dt 


- 


«F 


V 


nv 



(A) 


S J. .F - n. 2». ^.^ 
p dt V np^ 


(B) 


M ^ = 4(Ri>" — B'»i> -<- E"»') — Ha". 


Elimi 


no fra esse il trinomio, e fo 




aT - n» = F' 




Sdv _F' '»Ce„.^M''"\ 
p'dt ~ V -ittpK dt) 



'in -I- B"»') 



''* Hnp'F' — mpBu't 

L'equazione (B) dà 

Mdu 



*=; 



" 4R«' — 4R'«» -^ (4E" — H)«- ' 
perciò sarà 
Annali di Scienie Mat. e Fi*. T. VII. «aggio 1856. 
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Mdu 27rSf(it-t-fnMpti((w 

* * iRt)*— 4R'i.«-.-(4R''-H)«''^2Trp'«F— 2jrfì'n»— JBjiHtt't) 
equazione che converrà integrare per approssimazione. 

A tal fine osservo che la velocità u parte da zero per 
raggiungere nn valore che appartiene al moto uniforme del 
sistema. Suppongo ora che quest'ultimo risultato si divida 
in un certo numero d'intervalli eguali. Cosicché chiamando 



queste velocità, esse formino una progressione aritmetica. 
Suppongo iQoltre che alle velocità suddette corrispondano 



Dopo il t«mpo t compreso fra t» e ta+x siano u e « le 
velocità di progressione e di rotazione, comprese fra »« e 
V»^i la 1.'; Vx e Ob-^i la 2." Sarà 
« = «a -t- m' 
chiamando «' una nuova variabile. Per cui 

Considero u costante neH'ÌDtervBllo fra u« e Us^, , e pon- 
go in sua vcM 



Per tal ipotesi l'equazione (G) diviene 

_2j^ [(4R"-H)U^ - AliVv' -*- iRv^^dv 

M 2jt;"aF— [2nfjn-.-mHU'-^-mM{4R"— H)U']p-+-4mM,9R»'(U-r} 

la quale integrata fra i limiti 

«' = , o = »« w' = M„^., — «„ , » = »,+, 
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. dà 

F, R, 

ini « ^'^fki ^ I I V,—S \~,e^^^-ev^*-0^^■iù 

(Bl ..„-».=— |,A(.„,-..K log. (_^—-j) (-.—-j-—-^,) 
_ / 2Q, - B,9 V. ,,,__ 2(»„, -..)l^ (46'-8') xT 

ki/ (46' -- r)r'r'°«-~ ly-s- -^ fi». - 8K2.„, -^ 8)/J 

essendo 

t>> — B'«' -.- B'. - B = (. — S)(t.' -f- 6i> -.- 9') 
B= "I"'' !.■_ 2''pn-<-mHC'-MnM(4K"— H)U' _ BT) 
2i»Ma' "~ 4mMR ' R 



i Q.= 



A"8'— A'(9-.-a) 



, _ 2»pF , „ _ _ 2iipn -■- mH U' 

A = ; C = 4i»lIpR. 

mM^ ' 

Nel caso in cui le tre radici dell'equazione 

„s_BV-t-B'i)— B=0 

SODO reali, si avrà quest'altra espressione 

Pi 

2iiSr., , , /•. — »\ 



i cui 5, 8', 3" sono le tre radici suddette, e 



A' — A"J A' - A'y 

' (J-5)(5-S") (J'-J)(3'-5") 


A' — A"5" 
' • (J"-S)(J"-S') 


L'equazione (A) dà 




._»S .* 





f («F — nijjif — 2»i(B»' — R'ao' ->- B"«'b) 
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Bostitoisco per u, U e. s. ed integrando fra i limiti 

ottengo ■ 

_ / 20, - R,9 ^ / _ 2(..„ - v.)\^{W — 9') \1 
- V(48'-e")' V"°*~ 46' - 9'-4- (2«. -^ «){2i,.^, w- 6) ìi 
in cui 

»' — Cb' -^- PtJ — A = («— 5)(»* -+-61,-4-5') 

A_ Pp«P . g _ fff n -^- 2mB'^U' _ Rtl^ 
2mlt ' ~" 2mR ' "" R 

§. 4. Le equazioni (D) , Ift) , (D,) oBVooo il modo di 
calcolare il moto vario del sistema io un caso determina- 
to- Per dame OD esempio suppongo clie si abbia 

f = 0,15 B = 0,0385402 r = 0,08 

m = 0,185 B' s= 0,3926842 B'= 0,70 ragj. ruote dent. 

« = 0,9349' B "= t.«002599 R= 0,60ragg.pulegg. mag. 

F=60 .=0,1417546 _n<n 

n = 0,3757 1' = 0,4790096 "*' — "" — ".w- 
B= 1,9985 ."=3,8324050 

Con questi dati si formano i ^guenti valori 
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VELOCITA' Velocita' 

DI ROTAZIONE 01 TltASLiZIOMll 

(—0 »=0 « = 

( = 0", 363 V = 3", 053 « = 0", 40 

* = 1", 935 V = 5", 62(» « = 0", 80 
( = 5", 369 e == 8", 848 « = 1", 20 
t = 40", 895 t) = 12"-, 241 « = 1", 60 
t = 20", 195 V = 15-, 681 m = 2"-, 00 

* = 38", 430 t = 19», 137 » = 2», 40 

Volendo proseguire questo calcolo si trova t intmaginario. 
Reslringendo l'intervallo ti,^., — u^ da 0", 40 a 0™, 10 si 
.trova ancora t immaginario, perchè nell'equazione (D,), la 
quantità 

«a — 3 A — «<( 

sottoposta al logaritmo diviene negativa; ora essa non può 
passare dal positivo al negativo senza divenire zero o in- 
finita. Questo secondo caso è quello che si verifica fra 

«=19,137 e t)=:21, 302 
corrispondenti a 

u=2,40 e »:^2, 50 
Fra questi limiti sono dunque compresi un valore di u ed 
no altro di tì pei qliali 
««-3 

= 00 é (a+1 — (* = 00 

»«+! » 

e quella coppia di valori appartiene al moto uniforme del 
sistema, che conte è noto io simili casi, non si raggiunge 
che dopo on tempo infinito, benché dopo 38", 43 ne dif- 
ferisca pochissimo. Quali siano esattamente questi valori 
limiti di u e ti si vedrà più lungi. 
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§. 5. Dopo aver indicato in qaal modo si possa per ogni 
caso speciale calcolare il moto vario del sistema , sarà a 
proposito d'indagare le leggi del molo equabile, e sopra- 
tutto le condizioni da adempiersi affine d'ottenere (dentro 
i limiti prescritli dalla natura del problema ) il massimo 
effetto utile dalla forza motrice che si è innalzata nell'at- 
mosfera. Riprendo adunque le equazioni (A) e (B), e sup- 
pongo che il moto sia ridotto alla permanenza, per cui 





*=»• 


di 


= . 


In questo modo si ottengono 


le due 


equazioni 


(AO 


F' 2i» 


-B'ki>-.-HV) 


(B') 


Ha" = 4(R»" - 


-RW 


*■ RV) ; 




trinomio 






2rpF' 


_ 2lip(aF— Hd) 




'iKpaT 



'mUu' mH«* ' " ^npU -t- mHu' '^^'^ 

Elimino V dall'equazioiae (B') ed ottengo 

— 4apFR'« (pn H- ^ H«')-i-4a*p>F"R = 

equazione di 6." grado dalla quale si ricava u , e sosti- 
tuendone il valore nella (C% sì ottiene « e quindi w. 
Le indeterminate del problema sono le quantità 
L , { , a , in , p 
fra cui la tn è quella la «ui determinazione onde ottenere 
il massimo eSétto utile è U più oonJacente. Sostitnendo 
perR^ $', R" i loro vaiori «apres^ per m si T«(lf dui U 
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metodo ordinario di risolvere il problema, é impraticabile 
Del caso attoale, onde cercherò di semplificare la questione 
e giungere io altro modo allo stesso risultato. 
§. 6. n valore 

F' = aF-nt. 
si riduce a 

F' «sfc aF 

quando si trascuri Ilt) , ossia le resistenze dei perni sa 
loro cuscinetti nel meccanismo di trasmissione. Con quesl' 
ipotesi l'equazione (D') diviene 

* ' «H(*B"— H) «■H"(4B"-H) 

Avendoti 

m m 

sarà 

^ 32n'p'aFR , IfiTr'pVF'B _ 

" ~ 16H2ryR — m'H' " '*' 16nyH'R-m'H' "" 
Pongo 

16rt'f>'«FR 
16H7:>'R — m'H' "^ ^ 
si ha 

per cai l'effetto utile é rappresentato da 

g poteado ms9r« posiUv» o ne^tivD. 
Suppongo che g sia positivo 

rf( 1 



H >»"H_ 

( 16ii"(>'R 
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pongo 

«F 



- = a* , «'<; 1 ; ff = - 



16ff"p'R~ ' «^ ' y H(l-«')' 
Ciò posto si hanno le due equazioni 

«F 

H«' = -— pel segno superiore 

(1—1/ a) 

aF 

H«* := r. ^-n- pel setrno inferiore ; 

onde segue che pel segno inferiore Hu^ è compreso fra ìaV 
e aF; e pel segno superiore Hu^>-aF. Qneslo risultato 
è evidentemente assurdo, poiché l'etTetto utile non può mai 
superare la forza motrice. 
Infatti quando 

, «F 

''■>F 

_ 2rt|«tFM "ìjtpu 
mHu' m 

V 27IU 

- < 

o m 

loccbè 6 opposte a quanto si é stabilito nel §. 2. 
Quando g é negativo a' ^ 1 

Hw* = «F ( -F-r — r) pe' segno superiore 

Hy3 — - _ o:F i-pr-^ r) P*' segno inferiore. 

Nel 1° caso Hu' é compreso fra o e iF>nel 2* è sempre 
negativo. 

Rappresentando dunque graficamente i valori di u me- 
diante la quantità g, si avrà una curva a quattro rami in- 



Dig,l,z.cbyG0O(^IC 



(169 ) 
fiaiti rappresentati nella figara 1, la qual cnrva è tangente 
alle ascisse u all'origine delle coordinate, ha dae rami as- 
sintotici ad una parallela all'asse della g condotta dal Iato 

3 

delle ascisse positive ad una distanza 1/ 1— —1 3 ed in 

cui le ordinate positive sono limitate da un'altra tangente 

«F 
parallela all'asse delle u e distante da esso la quantità -^ ■ 



>(«=-?) 



diviene o per 1 



e diviene 00 per m = 1/ 1 — —1 , 

che dà altresì g ^ <k> . 

Il punto P a cui apparlieue la massima velocità non che 

3 
il massimo effetto utile, ha per ascissa i' ^ r^ [ìr)- 
I valori di m che rendono adunque 



ROu possono dare per effetto utile che una quantità mino- 
re di ì F'; e quelli che rendono la stessa quantità < 1 si 
approssimano tanto più al massimo effetto utile, quanto è 
minore il suo valore; poiché facendo 
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n s£= , sì ha 



H«» = «F 



»=K"(r)- 



Nell'ipotesi fatta, si otterrebbe adunque la disposizione più 
vantaggiosa mediante un'infinità di spire infinitamente pros- 
sime e fonnanti angolo infinìteHimo col piano perpendico- 
lare all'asse dì rotazione; in allora la formola 



dà 



Siffatto risultato è evidentemente erroneo a cagione della 
inesattezza della formola di Newton per la resistenza dell* 
aria al moto rotatorio nel caso estremo che ora si i fatto. 
Quando però né m = , né e ^ oo la formola assunta per 
la resistenza dell'elemento può dare dei risultati abbastan- 
za soddisfacenti, come provano le esperienze di Smeaton 
sui molinì a vento. Eliminando adunque i valori estremi 
di m, risulterà nonostante che diminuendo tn si aamentano 
la velocità v e l'effetto utile Hu^. 

§. 7. Dovrà dunque farsi in modo cfae la velocità v tra- 
smessa dalla forza motrice alle puleggie , sia la maggiore 
cfae è conciliabile colla natura di essa forza e colla com- 
posizione e dimensioni del meccaiaismo; ora la necessità di 
non moltiplicar gì' ingranaggi e con essi gli attriti ed ÌI 
peso da innalzarsi, nonché di valersi della forza dell' no- 
mo esclusivamente a qualunque altro motore, determinano 
il limite di V cfae ora cfaiam^ò 3. Cerco adunque il vaWe 
di tn per cui v = à. 

Conaiderp il ramo di curva nel quale si ba ji poeitivocbe 
sì è visto essere il più vantaggioso, cioè 
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«F 



si ha 



-'='-K(»--fO' 



_ 2!tpaF 

"^ ~ TOH»" 



dalle quali ponendo per y il suo valore 
WirVaF» 



16HbV"R — m"H" 



«„yR[«F-f-3^)7 = (?!^)' (G) 

Quest'equazione determina m in fu»EÌone di d e delle co- 
stanti del problema oel modo suiadicato. Siccóme 

,.K.fc[,^,w-^i..(=!^;i^)] 

qaando si trascuri il 2" secondo termine , che pei ralori 
non molto grandi di m è sempre assai piccolo rispetto ài 
1°, la medesima diviene 

8^L». ((^.,- -a-)[aF-(B2!Lf)"]'=(2i2?!)' 
Il valore di m che se ne ritrae sarà tanto minore per bb 
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dato S quanto è più piccolo p ; onde si deduce che que- 
st'indeterminata deve essere assai tenne. 

La quantità a' da cui dipende TeETetto ntile, può anche 
scriversi sotto nna forma più semplice, ritenendo il valore 
approssimato di ^'B,. Infatti se chiamo fx il coeificiente che, 
moltiplicalo per l'area della sezion massima 2 dell'elevato- 
re, rappresenta la riduzione della medesima, attesa la con- 
figurazione della prua, nel calcolo della resistenza al moto 
dì traslazione, sarà 

Siano inoltre 2', l'area di un'ala elicoidica } n , come si 
disse, il numero delle medesime; 2" la sezion rettangoUre 
dei cilindri che circoscrivono le elicoidi, o per dir meglio 
la differenza delle loro sezioni rette. 



-/- 



( ,2»» 4i!" A , . 



_ rra_ / 2ir(i -I- 1.) -.- KEi»' -- <"'(' -■- »)'] \ 
~ L21 ^* \ aira — l^K-^te'i.") / 

"^ — (e -^ «)l/^[>»" -<- fc'C ->-")']— «l^K -*- 4it V) )1 

quantità che per dei yalori frazionarii assai tenni di m , 
eome quelli che si è visto appartenere al 'massimo effetto 
utile, e che si ritraggono dall'equazione (G), ai riduce eoa 
molta approssimazione a 

I'=2L^((!-»-ar-a-). 

Inoltre 

2" = n [{i -K af — a*]. 

Queste espressioni sostituite in «', danno 
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«■ = 1 
«2 

, m/x2 

" ■" 2nLi;" ' 

equazioni che non contengono f, onde se ne deduce , che 
isolatameiite considerate cioè non derivando m dalla (G),pur- 
ché frazionario, hanno luogo teoricamente tanto per l'aria, 
come per l'acqua o qualunque altro fluido. Da esse si rileva 
che l'etTetto utile, è in ragione diretta della superficie 2", 
del numero n, e della lunghezza L, ed in ragione inversa 
del passo m e della superficie ridotta ftS; ovvero, in ragione 
diretta della superficie n2' ed inversa della y.1. 

§. 8. Fino ad ora si è trascurata la quantità di azione 
Ilo. Essa deve evidentemente impicciolire le velocità v, u. 
Il valore di m dato dall'equazione (G) dopo avervi intro- 
dotto i valori di L, a, J, p determinati dalle considerazioni 
precedenti , nonché di «F e di H dipendenti da V , non 
coÌDcide adunque colla disposizione più vantaggiosa quando 
si tenga conto di tutte le circostanze del moto. Per otte- 
nerla, finalmente traggo dall'equazione (G) un valore dì m 
che sostituisco nell'equazione approssimata 
,_ 2nj3aF _ 2njiaF 
mHt) mHS 

che deriva dalla (C) trascurandovi II. Ne ritraggo u che 
sostituisco nella medesima, ed ottengo m che farò =ifi dopo 
avervi posto come sopra v = d. Il primo risultato sarà un 
limite superiore, ed il secondo un limite inferiore di m. 
Con m = iff ottengo dalla (D') un nuovo valore di « che 
sostituito assieme a « = 5 nella (C) darà m = (/»'. Di nuo- 
vo (D') darà u che sostituisco nella (C*) da cui ricavo m=i^". 
Proseguendo a sostituire nella (D') per ottenere u, e nella 
(CO per avere m si può giungere con tutta 1' approssima- 
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zione che ai desidera ai valori esatti di m e di u, locchè 
potrebbe anche direttamente ottenersi dalle eq. (C) e (D*) 
fattovi v^!S. 

L'equazione (E) e la corra superiore della figura 2* in- 
dicano con molta esattetta i valori della velocità u quan- 
do m non è piccolissimo 3 altrimenti danno dei risultati 
erronei, e tanto più falsi quanto più m avvicinandosi 
allo zero, la velocità v ed il termine Ilv sono considere- 
voli. Per avere una formola semplice con cui calcolare 
i valori di u quando tn poco differisce da zero , e deter- 
minare la forma della curva in quest'ipotesi , riprendo la 
equazione (D') e sostituendo invece di R' e R" i loro va- 
lori in R, ottengo 

t^J «'(— ^v )("'"- 2j;«-) 

Si è posto 

sviluppando il logaritmo, e trascurando nel 2.° membro le 
potenze superiori alla 4*, si ha 

p'R yL r(^-i-o)' — o* m Z^"^**. "*' (l->-a)^ — o'i 

^~ 2n L «~~ ait^ ^^ ^ T'/ "(*«T Vfn^J 

Pongo 
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32715 a'(/-^a)" ' 

nt in 

Sostituisco questo valore neH'eqaazione (D'); poscia svilup- 
panilo il valore di u in serie ascendente secondo le po- 
tenze dì m, e trascurando quelle superiori alla 4* , si ot- 
tiene col metodo di Lagraoge (V. Lacroix trattato di Cal- 
colo Diff. e Int., 'ì" voi.) 

<«\ «f r* / 1 I /H\ i 1 / 1 I /H\S 1 



'8 jj 16 Iti A' 



i]. 



Da quest'equazione si rileva che per m = si ha u=:0 e 

3 



,^y'i 



ì sì otteneva coU'eqnazione approssi- 
mata (E). Essa offre il modo di calcolare con facilità i va- 
lori di u per m prossimo allo zero, preferibilmente all'e- 
quazione (D'). Ma prima bisognerà conoscere quali siano, 
se positivi o negativi, i segni dei termini dopo il 1* , che 
sono affetti dalla radice di 2° grado. Sì è veduto infatti 
antecedente mente ehe l'equazione in » fornisce due valori 
per ognuno dì m, uno dei quali non soddisfa alla condizio- 
ne — > posta nel §. 2. Suppongo che si dia alla ra- 

(i m 
dice il segno — , per cai 
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,1- «F 

M^Mm-i-Mm ec, ossia a> — — —m; 

sarà 

2ir« aF 

m pH ' 

ma l'equazione (C') ridncendosi per dei valori piccolissimi 
di m a 



2jtM v_ 

m p 

L'ipotesi anzidetta é perciò inammissibile ; per cni dovrà 
addotlarsi per le radici il segno -t- e per la serie il — - 
Si vedrà poi facilmente qual'è la sua tangente all'origine, 
ov'essa è concava verso le ascisse, e se ne determinerà il 
corso pei punti prossimi alla medesima. 

Quando m = oo , la superficie elicoidale diviene un pia* 
no che passa per l'asse di rotazione; in questo caso si ha 
evidentemente u = 0. Il valore dì v è dato dall'equazione 
(A') col porre m = oc , pel quale 

™R = JÌ;;!((Ì-^ „)«_»(); 

sostituendo si ha l'equazione 

,.3_ ^^^ . «FP' A 



2>L [{^^-o)« — o4] 2yL 1(1 -+- a)4 — «4] 

da cui si trae v. Trascurando II , si ha immediatamónte 



.=.K( 



•i-]ì.l{l-^a)i — kI]/ 
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Il valore di n somminislra il numero dei giri delle s 
perfide elicoidali in 1". Infatti 



chiamando N questo numero. 

Affine di addimostrar viemmeglio l'influenza della quan- 
tità m sui risultali che si ottengono per u e v , non che 
l'approssimazione che si raggiunge ommettendo la resistenza 
Jlv nella più parte del casi , aggiungo uno specchio che 
contiene i risnilati di queste differenti formolo per dei 
successivi valori di m, e pei seguenti delle indetermina- 



F = 60i « = 0,9349; n = 0,3757; a = 0,10; 
i = 0,40; 2L = 4; ^ = 0,15; H = l,9985. 



Valori 
di 
m 


Valori di u 


Valon 


di V 


Valori di N 


Eqnaz. 


Equaz. 


Eqnaz. 


Eqaaz. 


Equaz. 


Eqaaz.' 

(f') (C) 


Eqaaz.' 




(P) 


(D') 


(E) 
3,04 


(C) 
149,31 


(C") 


(F-)(C") 


0,00 


0,00 




OD 


158, 41 


00 


0,01 


1,32 




2,89 


135, 90 


316, 79 


144, 19 


336, 12 


0,10 




2,4* 


2,64 


34,24 


37,81 


36,33 


40,10 


0,30 




2,37 


2,45 


14,21 


14,69 


15,08 


15,58 


0,50 




2,29 


2,34 


9,45 


9,69 


10,03 


10,28 


0,70 




2,24 


2,25 


7,17 


7,46 


7,61 


7,92 


1,00 




2,12 


2,14 


5,66 


5,75 


6,01 


6,11 


3,00 




1,67 


1,68 


3,10 


3,11 


3,28 


3,30 


5,00 




1,40 


1,41 


2,65 


2,66 


2,81 


2,83 


7,00 




1,22 


1,22 


2,50 


2,51 


2,65 


2,66 


10,00 




1,04 


1,04 


2,41 


2,42 


2,55 


2,57 


100,00 




0,34 


0,34 


2,29 


2,30 


2,43 


2,44 


00 




0,00 


0,00 


2,29 


2,30 


2,43 


2,44 



•annali di SciemeMal. e Fu. T. VII Maggio 1656 
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^. 9. Dopo i calcoli teorici finora addotti contemplo il caso 
speciale che ho impreso a trattare, e determino la forma 
dell'elevatore, le sue dimensioni, nonché il meccanismo al 
quale suppongo applicata la forza motrice , di cui si può 
disporre. 

Ho calcolato il Tolume V dell' elevatore necessario ad 
innalzare un peso di 1500 kil. Conviene disporre questo 
volume in modo, che la forma a cui viene foggiato sia U 
più atta a fender l'aria, senza oltrepassare il lìmite dell'al- 
lungamento che fu fissato a meno di tre diametri dell»se> 
2Ìone massima. È evidente che la forma sferica offre una 
resistenza troppo considerevole ; può inoltre supporsì che 
per le mediocri velocità quali sono quelle che possono ot- 
tenersi dall'applicazione delle forze dell'uomo all'aerostati- 
ca, la resistenza dell'aria sia data dallo stesso coefficiente 
di riduzione dell'acqua, per ugual forma di solido immer- 
so. Per questo liquido , lo studio e la pratica della navi- 
gazione ordinaria baono determinalo la forma delle appen- 
dici, poppa e prua d'una nave che olTroDO la minima resi- 
stenza. Per un aerostato non si ha nessuna certezza sulla 
migliore determinazione delle curvature, cioè forma, dispo- 
sizione e lunghezza delle medesime. Siccome però il fluido 
che circonda l'aerostato ha sensibilmente la stessa densità 
lutt'all'ingiro di esso, suppongo che l'elevatore abbia la for- 
ma di un solido di rivoluzione coH'asse oriztontale.Suppongo 
inoltre che la prua risulti ^alla rotazione di un semi-arco 
di circolo, la cui semi-corda sia quadrupla della freccia ; 
ch'essa sia seguita da un corpo cilindrico , e venga desso 
terminato da un emisfero. (V. figura 3"). 

Siano 

r raggio della sezione cilindrica massima. 
1 la sua lunghezza. 

Il volume della prua è 
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ni y'dj;:= ni I —-r — r -*-y i -j-r'-^Srx — s') 1 d» 





— 2,176-'f*i 


quello del ci 


ìndro è 




TtrH; 


dell'emisfero 






h'-' 


onde 






V = irr> (2,842- 5^ 


Pongo 

ed ottengo 


r = 5; !=a,641, 
V= 1323,49 



volume prefìsso. 

La lunghezza totale é m. 27,641, minore di tre diame- 
tri. La superficie dell'elevatore è per la prua 



pel cilindro 
Per l'emisfero 
In totale 



IkC ydj = 434,42, 

ajrri = 82,97. 
27rr' = 157,08. 
ra. q. 674,47. 



Ai disotto dell'eieratore é sospesa con delle funi al modo 
ordinario la gallerìa contenente l'aeronauta, gli uomini ad- 
detti alle manovelle , il meccanismo di trasmissione della 
forza motrice alle superficie eticoìdali, il recipiente per la 
zavorra d'aria compressa, il paracadute, la pompa premen- 
te, gli strumenti di fisica e tutt'allro che é d'uopo per un 
escarsioae aerea. E noto che UQ'corpo immerso in un flaì- 
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io, quando sia leslato, fa delle oscillazioni a guisa d' un 
pendolo attorno alla sua posizione d'equilibrio , tuttavolta 
cbe uua forza qualanqne lo distoglie da essa. È necessario 
che nella situazione normale, da cai le correnti atmosfe- 
riche possono far deviare il sistema, l'asse maggiore dell' 
elevatore , come pure la piattaforma della galleria siano 
orizzontali, facendo ora astrazione dalla resistenza dell'aria 
attraversata e percossa che può poco modificare questa con- 
dizione. Deve perciò collocarsi il centro di gravità del si- 
stema immerso, verticalmente al disotto di quello dell'aria 
spostata, quando l'asse del solido di rivoluzione é orizzon- 
tale. 11 centro di gravità dell'elevatore può supporsi coin- 
cidere con qapllo del volume che occupa, poiché ho sup- 
posto perfettamente riempita all'altezza d'equilibrio verti- 
cale, la capacità del njedesimo, ed è piccolo errore il ne- 
gligere la stoffa cbe 1' inviluppa. Quello della galleria 
e di (nttociò ch'essa contiene, potrà farsi coincidere ver- 
ticalmente col centro di figura della piattaforma. Siffatto 
punto dovrà dunque situarsi verticalmente, colla condizione 
anzidetta, sotto il cei^tro di gravità del fluido spostato, o 
ppr dir meglio dell'elevatore che ne forma la massima par-' 
te- Il lipve errore che può prodursi per queste semplifica-- 
Rioni, potrebbe correggersi all'atto pratico, co! trasportare 
alcuni dei pesi innalzati nella galleria, dall' uno all' altro 
punto Attorno al centro di gravità della medesima. 

Ciò posto ricerco sull'asse dell'elevatore il centro di gra- 
vità della massa d'aria spostata dal medesimo. 

Centro di gravità della pruaj X distanza dall' estremità 
di essa, , 

%y^nj y^xdx=nr r~ g-r-i- |/ (-j-r'-i-Sw -«')] xd:o 
Centro di gravità del cilindro. X'distanza dall'estremità ìd. 
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Centro di gravità dell'emisfero. X" distanza come sopra 



centro dì grdvità della mas; 
a 

«ri (8,866-+- 4,666 X - -^ ^ - ' 
\ r A r 



V"] 

(t distanza del centro di gravità della massa d'arid dal ver' 
tìce della prna 

1 l\ 



nr' (2,842 -H-L) 



i6r 573, 



§. 10. La figura 3* indica il meccanismo assai semplice, 
già accennato Qd §. 3, col quale mi é parso a proposito 
di trasmettere l'azione degli nomini applicati alle mano- 
velle all'albero delle elicoidi. Le ruote d'ingranaggio hanno 
per iscopo di aumentare la velocità d e renderla abbastan- 
za considerevole per ottenere àoa frazione rilevante della 
forza impiegata. L'elevatore è capace d'innalzare 10 nomi- 
ni da applicarsi alla rotazione delle manovelle. Ora la quan- 
tità d'azione che pud sviluppare ciascuno d'essi è valutata 
a sei Kilogrammetri per 1°. Sarà perciò 

F = eo*-"- 

Ciò posto siano, ritenute le denominazioni antecedenti, 
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r' = 0,20 
R' = 0,70 
r = 0,08 
R = 0,60 
p = 0,15 
» = 175 
»'= 20 
»' = 0,80 

R' R , 

j> id =■ 0,021 diam. del perno sul montante dì mezzo. 

g Q i(f :^ 0,021 ìd. dei due perni snì monlanti attigni. 

^ °j(I"^ 0,022 id. ìd. sulle trarerse seguenti. 

^\d"'=0,01S id. ìd. »ulle traveise «strette. 

dj ^ 0,014 ìd. dei quattro perni degli alberi dei 
rocchetti. 

Albero (,(1 = 0,025 ìd. dei due perni prossimi alle elicoidi. 
delle j 
elicoidi (id'^},012 id. id. estremi. 

P, P', . . . P, , |P , ,P' pressioni medie dei perni contro i 
cuscinetti. 

' f = 0,085 coefficiente dell'attrito dei perni nei cuscinetti. 
f"^= 0,08 ìd. id. dei denti degl'ingranaggi. 

f"= 0,33 coefficiente dell'attrito delle funi nelle gole delle 
puleggie. 

I = ^.ar(=: 312°.31') = 8,954.p arco abbracciato dalla fune 
perpetua sulla polef^ia minore. 
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p pressione proveniente dat peso fra un perno ed un cu- 
scinetto. 
q pressione orizzontale proveniente dai denti delle mote e 
rocchetti. 
Per calcolare la pressione media II' che ha luogo nel pe- 
riodo di nna rivoluzione fra un perno ed un cuscinetto 
dell'albero delle manovelle , suppongo che lo sforzo degli 
uomini sia sempre tangente al gomito delle medesime, e che 

F 
— pj sia, per una di esse la risultante delle pressioni eser- 
citate dalla forza motrice, degli uomini la quale formi l'an- 
golo p coll'orizzontale in un dato istante della rivoluzione. 
Ne segne l'equazione 

n'=-! 5- ; 









Il secondo membro del valore completo di Ti' forma ana 
serie convergente stante i valori da sostituirsi, di cui non' 
ho considerato che i primi termini, sufficienti nel calcolo 
attuale. 

Con questa formola valuto le pressioni pei differenti 
perni dell'albero delle manovelle, avvertendo che p, F, m', v' 
tono noti esattaooente, e f si calcola in questi casi col me- 
todo delle false posizioni che dà tutta l'esattezia desidera- 
bile. 
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Sì ol tiene 

P = 28,97 
P* = 26,01 
P" = 29,82 
P"'= 19,44 . 
PeF gfi altri alberi 

P. == 8,36 
( ,P = 21,41 
\ .P' = 1,83 ; 
i qusli due Qftimi valori dovranno calcolarsi successiva" 
mente come testé si è detto per essere tn tuttora ÌDcognito. 
Si é chiamata F' là quantità d'azione trasmessa alle su- 
perficie elicoidali. Il calcolo del meccanismo di trasmissio- 
ne, dà la seguente equazione che può dedursi da quanto 
si disse nel §. 3. 

4-2P"rf"-i-2P'"d"') —0,085^, 5- 4P.rf, 



-[l^COS^Ul,)] 



- 0,085 ^ ^ ^(2,P.rf -^ 2./,^) . 
Sostituendo i valori antecedenti, si ha 

r =0,9349 F— 0,3757.i> 
per cui 

«=.0,9349; n = 0,3757. 

§. 11. Rimane da calcolarsi il coefficiente della resistenza 
Hu' al moto di traslazione. Come dissi da principio non é 
guari possibile determinarlo con esaltezza per altra forma 
di solido totalmente immerso fuorché la sferica, poiché non 
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si hanno esperienze all'uopo. Le velocità di traslazione che 
possono imprimersi al sistema sono sempre lievi , per cai 
l'aria non verrà sensibilmente condensata uè rarefatta an- 
tecedentemente e posteriormente all' aerostato , come ac- 
cade nell'acqua che é incompressibile. Nella navigazione 
ordinaria si è giunti ad ottenere (pei grandi vascelli eso- 
prattnito pei battelli a vapore) dei coefficienti tenuissimi 
che riducono a 0,16 pei primi; 0,12 pei secondi e più re- 
centemente, pretendesi, 0,05 e 0,045, l'area della massima 
sezione immersa. Qual coefficiente debba applicarsi nel caso 
attuale non si può precisare. Formo pertanto due limiti 
frai quali mi pare debba rinvenirsi. Il limite minimo per 
l'elevatore suppongo sia 0,12 come nella navigazione co- 
mune. Un limite maggiore è dato dal conoscersi che per un 
prisma rettangolare munito di una prua formata da dne 
piani laterali ad angolo di 18" coll'asse, ed inoltre fornito 
di una poppa, il moltiplicatore della sezione Immersa è 
0,35. (V. Claudel; Manuel de l'Ingéniear.) Nel caso attuale 
l'angolo é 14°.2'.10" perchè la freccia è quadrupla del rag- 
gio; inoltre quest' inclinazione trovasi tutt' all' intorno del 
corpo immerso, anzi é desso tondeggiante per ogni verso; 
circostanze tutte che diminuiscono il coefficiente suddetto 
che può risguardarsi siccome un limite superiore. Gonvien 
inoltre tener conto della resistenza degli uomini, del mec- 
canismo, dei cordaggi, della piattaforma, del recipiente per 
la zavorra e di tuttociò che seco trasporta l'aerostato, al 
moto progressivo. D' appresso a dei calcoli approssima- 
tivi e nell'ipotesi che tutto sia disposto in modo da offrire 
la minima resistenza al moto , valuto queste ultime resi- 
stenze a 0,06 della superficie della sezione massima. II li- 
mite minore sarà dunque ^:=^,18, ed il maggiore ft=0,41. 
Siccome 

H = ft..y.nr' ; 
nel 1" caso 
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H= 0,8774; 
nel 2* 

H = 1,9985. 

§. 12. Con questi valori posso calcolare la velocità di 
traslazione, e l'eSetto utile per ciascuno di questi limiti. 
Quando suppongo H = 0,8774 , l' equazione (G) postovi 
S=21, dà 

I» = 0,243. 
L'equazione approssimata 







mH* 




dì 




« — 3,436. 




Swtituisco oella 


(C) 












na) 


da cui rìtrag^ 


m 


= 0,2089 = 


f 


L'equazione (D') 


darà 


in seguito 




L'equazione (C') 


u 


«=3,310. 
= 0,2251 = 


■y 


m 


u 


= 3,308 




(C) 


m 


= 0,2254 = 


f" 



valore che può aversi per esatto del pari che l'aatecedenle 
di u. 

L'effetto utile è 
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E„ — H.' = 31,7595 




!■ = 0,5293 




F' = 48,2043 




?« = 0,6589. 


Per H = 1,9985 


l'equazione (G) dà 




m = 0,1965 




••■ = ^-S = <^.= 


L'equazione (C) 

m 

(CO 

m 

(O 


i»= 0,1688=1). 
u = 2,422 
«1= 0,1845 =f 
«= 2,419 
«. = 0,1850 = ^'. 



Questi due ultimi yalori possono ritenersi esatti, poicbi 
1^/' non differisce da tfi' faorchè nella 4* cifra, ed u dall'an- 
tecedente nella 3*. I Talori delle costanti che hanno dato 
quest'ultimo risaltato sono identici con quelli del §. 4* in 
cui si calcolò per approssimazione il moto variabile del si- 
stema. Il valore limite di u che si trovò dover essere com- 
preso fra 2,40 e 2,50, si vede ora essere 2,419. Quello dì 
V racchinso fra 19,137 e 21,302 , è 2 = 21. 

L'effetto utile é 



^ r= 0,4715 
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Il risultalo cbe si oltiene in qaesto secondo caso é in- 
feriore all'antecedente. Infatti pei limite minore 

a!=Ì^, = 0,26413 
nz 

pel maggiore 

a" = ^ =t 0,49339 , 

e perciò che s'è detto l'effetto ntile dev' essere maggiore 
nella 4" di quello che nella 2» ipotesi. 
%. i3. I due lìmiti della velocità ti 

tt = 3,308 
« = 2,419 
sommioìstrano il viaggio orizzontale in an'òra che é 

m. 8708,40 pel minimo. 

m. 11908,80 pel massimo. 
Teoricamente adunque risalta un traggillo abbastanza ri- 
levante, benché all'atto pratico lo sforzo degli uomini ad- 
detti alla manovra possa esser minore ed interrotto per la 
situazione imbarazzante e pericolosa iu cui sarebbero si- 
tuati. 

§. 14. Supponendo ora che l' albero delle maDOrelle t 
quello delle superficie elìcoìdiche, nonché gli altri due dei 
rocchetti e puleggie, i perni di essi, i due roccbetti, i denti 
delle ruote motrici, i tre montanti che sostengono l'albero 
delle manovelle, le traverse fra i montanti che ricevono ì 
perni, 1 cuscinetti, in cui essi s'aggirano, le puleggie del- 
l'albero delle elicoidi, il recipiente per la zavorra d'ossa- 
tura di due ventole per la rotazione di tutto il sistema , 
siano di ferro fuso del peso specifico di Kil. 7207 : gli 
otto montanti laterali, le ruote dentate tranne i denti ed 
il mozzo^ le puleggie dell'albero dei roccbetti, e la piatU' 
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ferma, di abete bianco del peso specifico di Kil. 657; il 
peso di Kil. 1500 si distribuisce nel modo seguente : 

Stoffa dell'elevatore, rete e foni dì sospensione Kil. 50,00 

8 Montanti di legno » 86,10 

1 Albero delle manovelle e manovelle . . » 73,05 

2 Ruote dentate » 70,00 

2 Rocchetti e 2 paleggie. .... » 28,00 

2 Alberi dei rocchetti .... » 3,06 
4 Traverse per questi cuscinetti, perni etc. » 7,22 
11 Perni dei tre alberi .... » 2,46 

3 Appoggi per l'asse delle manovelle . m 19,68 

1 Albero delle superficie elicoidali; superficie colle 

loro ossature, perni, cuscinetti, puleggie, funi 
continue » 52,50 

4 Traverse per l'albero delle superficie anzidette.» 3,28 

2 Ventole per la rotazione orizzontale del sistema 

e meccanismo necessario ...» 12,10 
1 Recipiente sferico e zavorra d'aria compressa. » 33,78 
4 Traverse per l'albero delle manovelle, cuscinetti 

dei perni ec. . . . . . » 8,61 

Traverse, longherine, e tavolato per la piattaforma.» 235,33 
Peso di nudici uomini , . . . A 715,00 

Parapetto , istramenti di fisica , pompa premente , 

paracadute, zavorra ec. ...» 99,83 

Totale ..... Kil. 1500,00 

§. 15. I dieci nomini addetti al lavoro delle manovelle 
non possono sviluppare lo sforzo di 6*-"- ciascuno per 
ogni 1", se non durante 8 ore del giorno, e con d6gli inter- 
valli dì riposo. Se il traggitto dovesse dorare parecchie 
ore, converrebbe fissare delle soste periodiche per ognuno 
di essi. Suppongo per es. che il viaggio debba compiersi 
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in ore a ; che il nomerò di oomini costantemente addetti 
al lavoro sia n e n' qoello degli uomini in riposo ; 8 le 
ore di lavoro effettivo, come si è detto, separate dopo ogno- 
na di esse dà degli intervalli eguali di riposo per ogni 
nomo. Si avrà 

\ n ' 
n' = 10 — n 

so; 



Suppongo che ogni intervallo debba essere >> 25' 



Gondiitone che è soddisfatta da n = 7. In tal modo ogni 
uomo avrà dopo non piò di 1^ di lavoro 

60' 



di riposo. La durata del viaggio è a=ll*.25'.43''. Il numero 

degli uomini agenti da 10 d ridotto a 7. Se poi l'escursione 

2 
dovesse durare parecchi , giorni, -- del giorno intero, cioè 

16 ore avrebbero tre uomini alle manovelle, e le altre 8 
ne avrebbero 4. A ciò aggiungasi che il peso della galle- 
ria dovrebbe aamentarsì onde offrire spazio, ricovero e sus- 
sidi! pel riposo dei lavoranti e dell'aeronauta , circostanza 
che obbligherebbe ad aumentare le dimensioni dell'elevatore, 
e quindi la resistenza H. I risultati ottenuti sono dunque ri- 
ferìbili soltanto ad un brevissimo traggitto, per cui gli no- 
mini addetti alle manovelle possano senza interruzione svilup- 
pare la loro fona motrice. 
§. 16. Infine osservo che l« velocità ottenute, anche la 
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nassima, sarebbero longi dal poter Tiocere l'ostacolo che 
presentano le correnti atmosferiche. Infatti un corpo im- 
merso in un fluido non tarda ad acquistare la velocità stessa 
da cui questo fluido 6 animato. Se poi gli s' imprima uo 
moto in una certa direzione, esso seguirà un' allineamento 
nello spazio assolato, che é risultante della velocità con- 
cepita identica col fluido, e dell'altra che gli é stata mec- 
canicamente impressa. Riferito il galleggiante al fluido non 
è dotato che della velocità di traslazione impressa oalla 
forza motrice , la quale non è menomamente influenzata 
dalla preconcepita. Cosicché i risultati ottenuti si verìlicàno 
tanto nella quiete perfetta dell'aria atmosferica, come per 
una velocità qualunque della medesima, comune col corpo 
immerso. Siccome però la direzione a cui si attende non 
è relativa all'aria, ma assoluta nello spazio, é evidente che 
deve cercarsi dì combinare le due velocità in modo che 
la risultante sia nella direzione prefissa. Nella navigazione 
ordinaria, sapposto il vento direttamente opposto alla lìnea 
da percorrersi, una nave in mare bordeggia stringendo il 
vento sotto un angolo di 60" a 70°, e percorre ora a de- 
stra ora a sinistra del rombo prefisso uno spazio, che va- 
lutato sul medesimo, equivale a metà circa dello spazio che 
avrebbe percorso con un vento favorévole. Nel caso attuale 
il corpo immerso non concepirà per forza del vento, se non 
la direzione stessa del vento, per cui non sì può giungere 
con tutta certezza ad un dato punto, se non neutralizzando 
costantemente la componente della velocità del vento per- 
pendicolare alla direzione , ed inoltre superando, qualora 
sia contraria, la componente che trovasi sulla medesima. 
Questo è ciò che sarebbe ineseguibile colle piccole velo- 
cità ottenute, le quali sono di molto inferiori ai venti che 
dominano frequentemente nell' atmosfera. 

È perciò che fu riconosciuto da chi si occupò dell' 
aeronautica, che il miglior modo di trar profitto dall' in- 
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Tenzione degli Aerostati consiste, come già si disse, nello 
studiare le direzioni delle correnti aeree e col succossìto al- 
zamento ed abbassamento, abbandonarsi alle medesime, sce- 
gliendo quegli strati in cni esse favoriscono il moto nella 
linea prefissa. 

La velocità media ottenuta è m. 2,863; le correnti atmo- 
sferiche, avranno sovente m. 6 di velocità, senza tener conto 
dei venti forti e violenti che possono raggiungere fino a 45 
metri al 1". La velocità calcolata è adunque meno della me- 
tà di quella che pu6 comunemente trovarsi nell'atmosfera } 
ond'è che non solo sarebbe impossibile superarla quando si 
trovasse nel semicircolo opposto al moto, ma ben anche in 
una frazione considerevole di quello che gli è favorevole. 
Infatti converrà che la direzione del vento abbia una compo- 
nente perpendicolare alla direzione del moto che non oltre- 
passi la velocità impressa dal meccanismo. GÌò posto rite- 
nendo 

V = 2,863 , v'= 6,00 
le due velocità, se l'angolo del vento colla linea prefissa su- 
pera ip, essendo 

seny = -1 , 9 ^ 28''.30'.2" 

sarà impossibile neutralizzare la componente perpendicolare 
alla direzione, e si dovrà divergere da questa. Cosi adun- 
que meno di un sesto della rosa dei venti permetterebbe di 
contare con certezza sull'arrivo al preciso punto determina- 
to, e sarebbe in ogni altro caso necessario di variare gli stra- 
ti atmosferici, onde raggiungere Io scopo del viaggio, od al- 
meno tentare di raggiungerlo. 

1 calcoli precedenti addimostrano 1' impossibilità di appli- 
care l'aeronautica al transito ordinario mediante il motore 
elicoidale, per un solo caso determinato; ciononostante può 
forse dedursene altrettanto per qualunque altra ipotesi, sol 
che si rifletta all'impossibilità d'ingrandir oltre misura il vo- 
lume dell'elevatore ed in conseguenza la tensione che prove- 



.vGooglc 



(193) 
rebbe la stoffa flessibile che ne forma l'involucro; pel quale 
la resistenza deve farsi proporzionale al maggior raggio di 
carvatura in ciascun suo punto. 

Infatti (calcolando approssimativamente), l'equazione del 

1 -*- (/^a' 
addimostra che 

Hm» = SaF = 9'e 
6' essendo •< 1 ; perciò 3 

Se ora si suppone uu altro elevatore simile al precedente in 
cui le linee analoghe crescano in ragione di n a 1, potrà can- 
giarsi F in n*F; H in n^H 3 

In quest'equazione fo per esempio n =5; suppongo cioè un 
elevatore col diametro di m. 50 e la lunghezza di m. 138,205 
capace d'innalzare 1250 nomini per forza motrice) ipotesi as- 
surda come ognun vede. Ciononostante la velocità media ot- 
tenibile, non è approssimativamente che 

u' = 1,71.« = 1,71 X 2,863 = 4"',895} 
cioè tuttora inferiore alla velocità d'nna brezza ordinaria, ed 
affatto impotente a lottare con dei venti forti od impetuosi. 
Se ora si riflette che il motore elicoidale è molto acconcio al- 
la navigazione aerea, potrà forse risultare da quest' ultimo 
calcolo, per quanto esso siasi d'approssimazione, e da quanto 
si disse nel §. 5,1' impossibilità assoluta dell'aeronautica, 
nello stato attuale del problema, onde servirà desso a confer- 
mare quanto venne asserito a proposito di questa scoperta, 
dalle persone che di essa vollero occuparsi , affine di disto- 
gliere l'attenzione degl' inventori di proggetti meccanici , 
dalla ricerca della sua applicazione al transito ordinario. 
Firenze. Marzo 1856. 
Annali dx Scitnse IttaU e Fii. T. VII- Maggio (858. 11 
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NOTIZIA SULLE PIÙ RECESTl SCOPERTE 
FATTE INTOBnO AGLI ANELLI PI SATUB>ÌO. 

NOTA 
DEL rBOC. P. ANfiELO 9E£CHI 

Direttore delf Osservatorio del Collegio Romimo. 

Da quel tempo, in cui Galileo, il primo tra i morlali , 
annunziò Satorno essere (ricorporeo fino al momento pre- 
sente, questo pianeta é slato il soggetto più misterioso de) 
sistema solare, e quello intorno a cui si sono concentrate 
non meno le cure degli astronomi, che le scoperte d' ina- 
spettate meraviglie. Le sue primitive enigmatiche appa- 
renze furono bensì spiegate completamente colla felice teo- 
ria di Ugenio, che ne afferrò pel primo la vera cagione col 
dichiararlo cinto da un sottile anello inclinato all'ecclitti- 
ca (a^ulo cinjfitur tenui plano nuaquam cohoerente ad tclipti- 
tam inclinato); ma nuovi perfezionamenti portati agl'istru- 
mentì dal famoso Campani fecero vedere al Cassini l'anello 
esser doppio. Herschel coi suoi giganteschi telescopi con- 
fermò le scoperte di Cassini, arricchì il pianeta di nuovi 
satelliti, scopri U rotazione dell'anello, e provò la sua som- 
|t)4 sottigliezza. Il perfezionamento dei refrattorì acroma- 
tici sv^lò altre particolarità interessaoti , sfuggite agli an- 
teriori pssprvatori- Gli anelli si riconobbero essere listati 
da strisce di diversa tinta, che li facevano credere suddi- 
vìsi in altri minori, p si riconobbe in modo sicuro non es- 
sere essi concentrici al pianeta. 

In questi stessi ultimi anni nuovi studi condussero a nuo- 
ve scoperte importantissime. Dai signori Bond a Cambridge 
in America e Dawes in Inghilterra nel 1849 fa scoperto 
da ciascuno di essi indipendentemento un terzo anello di 
debolissima luce situato nell'interno degli altri due già no- 
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minato anello nebuloso, e venne cosi spiegata la curiósa ap" 
parenza di una grande sfamatara nell' ioteruo dell' anello 
annunziata già dal sig. Galle di Berlino, ma che era pas- 
sata senz'attrarre l'attenzioDe degli astronomi. É cosa sor- 
prendente al certo che una tale novità sìa restata per tanto 
tempo senza essere debitamente riconosciuta , onde molti 
sono stati tentati di credere quest'anello di recente forma- 
Ktone. Se non che le osservazioni di Galle, e le Sgure an- 
tiche di Campani, che io ho ritrovato, fanno conoscere che 
realmente quest' anello ha sempre esistito da che si è os- 
servato Saturno con istrumenti competenti, e che si è ma- 
nifestata la sua presenza in ona specie di traccia più cupa 
che esso lascia coU ove passa avanti al pianeta, e che da' 
meno pratici si è scambiata spesso coH'ombra gettata dall' 
anello sul pianeta stesso. 

Sulla forma però della sezione degli anelli , ossia della 
loro curva generatrice non si aveva ancora nessun dato 
diretto di osservazione che ne indicasse la natura. Solo si 
sapeva che esso era sottilissimo, e che durante il tempo in 
cui dalla terra si vede di taglio , esso svanisce in tutti i 
telescopi minori, restando solo visibile in pochi istrumenti 
colossali. Diversi fenomeni però osservati nel momento 
della sua disparizione, quali erano lo svanire di un'ansa e 
poi dell'altra, e sembrare esse raccorciate indicavano delle 
irregolarità non dubbie nella sua spessezza. La Place per 
comodità di calcolo assunse, che la curva generatrice fosse 
una ellisse assai compressa. 

La prima osservazione diretta a scoprire la natura della 
curva generatrice fu, per quanto io sappia, quella che feci 
io stesso nella sera del 23 Novembre 1850, nella quale col 
refratlore di Cauchoix mi accorsi che l'ombra del pianeta 
gettala sull'anello non era terminata da linea curva rivol- 
gente la sua concavità all'interno, cioè verso il globo, qual' 
è il caso dell'ombra di una palla su di un piano, ma ìn- 
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Tcce che essa omlira rivolgeva la sua convessità verso la 
palla medesima. 

Questo fatto avverato allora da diversi, lo fu tra gli al- 
tri, anche dal sig. Lassel a cui ne diedi parte immediata- 
mente. Ma la maggior parte degli astronomi si trovò per- 
plessa, e chi negò il fatto, chi non potendo negarlo 1' at- 
tribuì ad illusione ottica, cosa non nuova ad avvenire nelle 
scoperte difficili ; allegando come obbiezione principale la 
grande sottigliezza dell'anello che sembra dover rendere im- 
possibile il vedervi tale curvatura. La questione rimaneva 
quindi irresoluta, finché nell' anno scorso io era iti istato 
di osservare Saturno col magnilico refratlore di Monaco di 
9 pollici di apertura , e dopo aver molto fluttuato , rico- 
nobbi esser manifesta la verità della curvatura dell'ombra, 
quando questa era assai esile; ma divenir dubbiosa, e pa- 
rere anzi il contrario , quando essa era assai sviluppata. 
Onde io non dubitai mettermi dal lato di quelli, che cre- 
devano ciò una illusione. A questa ceneiliazione venni con- 
dotto dall'apparenza dell' ombra quale si manifestava spe- 
cialmente verso r Aprile de! 1855 durante il qual tempo 
l'ombra sviluppata di vantaggio presentò sempre la conca- 
vità verso il pianeta, benebé fosse apparsa curvata in verso 
opposto quando era più piccola. Era però necessario con- 
tinuare le osservazioni per aver conferma del si o del nò, 
ma diverse altre occupazioni me ne distrassero. Se non che 
proseguendo anche per quest'anno nuovamente tali ricer- 
che sono slato sorpreso al vedermi di nuovo ricondotto alle 
mìe viste di prima, e con piacere vedo anche altri illustri 
astronomi confermare questo rìsullamento interessante. Se 
non che a fare svanire le apparenze contraditlorie bo tro- 
vato necessario distinguere tre periodi, in cui si manifesta 
l'ombra i X." quando essa è assai piccola, e in cui la dif- 
ferenza di longitudine eliocentrica della terra e del pia- 
nala è piccolissima 2.° un periodo intermedio. 3." quella 
in cui il pianeta sta presso le quadrature. 
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Nel primo periodo l'ombra presenta un becco rovescio 
assai marcato da ambedue le parti del vertice del piane- 
ta, ìieì secondo lo sviluppo dell'ombra assorbe in tatto quel 
becco , e sembra realmente eoneava vtrso il pianeta. Nel 
terzo finalmente non ritoma il beccnccio dr prima, ma tutta 
l'ombra sembra le^ermenlo curvata alllnfuori. Questo è il 
caso attuale del mootcnto in cai scrivo, in cui la curva 
dell'ombra è come nella Sgura 




Bisogna dunque distinguer? i (empi, e tutto sarà ben chia- 
ro. Per eomprerare ciò esperimentalmente a me, e ad al- 
tri ho ripreso un modello di Saturno, costruito già tempo ik 
per quest'uso, ed ho trovato che la proiezione dell'ombra 
varia precisamente nel modo anzidetto, percorrendo tutte 
queste fasi secondo l'elongazione relativa dei due corpi ter- 
ra, e pianeta vedati dal sole. 

Id quanto Gl'obbiezione ^tta sulla sottigliezza dell'anello , 
essa non solo non é contraria^ ma favorevole all'ipotesi. Si 
faccia infatti questo sperimento : Si metta una palla in modo 
che getti ombra sopra un cartone piano, essa avrà la sua 
onUKa sempre concava verso il globo; se venga cuEvandosi 
leggermente il cartone l'ombra si piega, e arriva un punto 
in cui essa si vede curva in senso opposto, ogni qualvolta 
l'occhio sia fuori della linea retta del raggio luminoso che 
unisce la palla ed il lume, quando la linea visuale fa un 
angolo col raggio illuminante. Una curvatura leggiera è dun- 
que sufficiente a mostrare il fenomeno. Nel modello da aur 

1 
usato la freccia di curvatura non supera t-= della larghez- 
za dell'anello B, ed il fenomeno si manifesta in un grado 
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visibilissimo. Ora l'anello B è largo circa 4".5. onde Usua 

spessezza basta che sia = j^, cioè ^ di secondo , e sono 
sicuro che anche una curva la metà minore, darebbe ef- 
fetto sufGcienle. 

Ma la forma dell'ombra ci mostra anche un altro feno- 
meno interessante, ed é che il piano dei due anelli non è 
identico. La forma che dò nella figura superiore fa vedere 
che l'ombra è bruscamente interrotta , e che può vedersi 
al di là della punta del globo l'ombra nell'anello. Ora (11 
Aprile 1856) la terra è alta pel piano dell'anello 27° 2' e 
il sole solo 26'*.27' la differenza è di 35' e ciò é sufGciente 
perché possa scorgersi il limite dell'ombra al di là del glo- 
bo, come no filo finissimo, benché a dir vero richieda buo- 
ne circostanze atmosferiche perchè il globo lassù è assai 
oscuro. La discontinuità cosi marcata dei doe contorni mo- 
stra che l'anello esterno è colà più sollevato dell' interno. 
Per singolare che paia questa conseguenza, non è sorpren- 
dente. Studiando con cura la larghezza della divisione tra 
gli anelli B e C ho veduto talora distintamente non solo io, 
ma altri ancora, che essa era più larga nolatùlmenle dalla 
parie che era al di là del pianeta, che da quella che stava 
al di qua verso l'osservatore, onde si riconferma it dislivello 
dei piani. 

Se non che sull'anello stesso B appare talora il contorno 
dell'ombra essere irregolare, e storto in molte guise talché 
mostra esser essa proiettata sa una superficie dell' anello 
assai ineguale. So che molle illusioni possono nascere dal 
molo dell'aria atmosferica , che produce degli storcimenti 
in non pochi degli oj^tti quando non é tranquilla, ma io 
non ho mai valutate le osservazioni fatte in circostanze e- 
qnivoche, e parlo solo dei risultati ottenuti in circostanze 
favorevolissime. Queste non sono frequenti, e quindi se le 
osservazioni sono poche, procuro almeno che sieno sicure. 

Un'altra cosa che mi è venuta osservata , e che trovo 
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coiriermata dal sig. Lassel, e ds) Gap. Jacob, è che la àì- 
visiooe degli anelli non è nera, ma pìuLtosto tendente al 
colore dell'anello nebnloso interno. Onde è probabile che 
l'anello sia tutto ìuTolto in uebolosità semitrasparente. Qae- 
st'altima non è mera congettura, ma abbiamo nella scien" 
za nn fatto, che finora é restato seni^a spiegazione, e che 
cosi potrebbe riceverla assai bene. Questo é che quando 
l'anello sparisce pel passare che fa il suo plilno per la terra, 
allora sopra Saturno si vede ana fascia di colore asseti oscu- 
ro. Questa fascia notata dal Cassini, dallo Schmidt e da al- 
tri non può essere l'anello ordinario, perché allora non si 
vede che a grande stento nei fortissimi istrumenti, e que- 
sta zona è al contrario assai larga e fu visibile fino dai 
primi istromenti. Mi pare quindi rsgionfnole il dire che 
essa é certamente formata dall'anello e dalla sua atmrafera 
inviluppante, che si proietta cosi sopra il pianeta, e vi pro- 
duce una zona oscura, come fa attualmente l'anello nebu- 
loso. Studi diretti a riconoscere la verità di (ale ipotesi sì 
potranno fare, nell'epoca della futura disparizione, li Cflp. 
Jacob crede aver veduto l'ombra anche ben definita sulla 
divisione, e talora è sembrato ciò pure a me , e special- 
mente, l'opposizione poco dopo t'ombra era distinguibile pel- 
l'anello nebuloso, ma ora é assai difficile il riconoscerla di- 
stintamente. 

Per conchiudere rapporto alle variabilità delle apparenze 
di Saturno, dirò, che più d'una rimane ancora problemati- 
ca : questa è che l'orlo intemo dell'anello B si vede spesso 
più lucido della zona prossima esteriore immediatamente 
congiuntagli, ma ciò non é costante; almeno in ottime cir- 
costanze atmotifericbe, e in cui si vedeva nettamente scptf- 
rato l'anello nebuloso dagli altri due, (al maggior luce al- 
l'orlo interno non era sensibile. Onde questo pare ancor 
esso assai variabile. 

Le credute suddivisioni degli anelli restano ancora prò- 



3vGoO(^lc 



(200 ) 
blematichc. Gli anelli sono certo costitniti a scaglioni , e 
me ne avvidi fino dal 19 novembre 1S54, mentre era igna- 
ro che il sig. Dawes avesse fatto tale scoperta. L' anello 
interno va degradando in luce dall'esterno all'interno, men- 
tre nell'anello estemo avviene il contrario. La riga più 
oscura principale, che divide 1' anello esterno in due-, è 
spesso cosi viva che è mìsurahile , ma oltre questa ne ho 
scoperta una più sottile assai, e più interna. Gli i)r4Ì del- 
l'anello A sono all'esterno assai sfumati , il che forma un 
soggetto di difficoltà nella misura del suo diametro come 
vedremo fra poco. 

Ma lo studio di questo pianeta ricevette l'anno scorso un 
nuovo impulso all'occasione di un dotto lavoro pubblicalo 
dal sig. 0. Struve di Pulcowa, nel quale oltre aver dato 
un erudito conto di quanto erasi fatto dagli antichi, è mo- 
derni per lo studio di questo sistema, dal confronto delle 
proprie osservazioni colle altrui arriva alla singolare con- 
seguenza, cbe l'anello andrebbe ora accostandosi rapida- 
mente al pianeta, talché potrebbe darsi il caso cbe noi un 
giorno vedessimo questo bel globo spoglio di tale interes- 
sante accessorio. Quest'annunzio, dovea , com'è naturale, 
eccitare un gran nomerò d'astronomi a ripetere le misure 
di Saturno, ed io stesso prevalendomi degli strumenti cbe 
sono a mia disposizione credetti non dover lasciar passare 
l'occasione prtqiizia della prossima opposizione, e massima 
apertura dell'anello. 

Il sospetto di qualche variazione non è irragionevole , 
giacché non è punto provato a priori che quel sistema sia 
arrivato ad una completa stabilità. Estraggo dal lavoro ci- 
tato del sig. O. Struve il seguente quadro, che può dare 
un idea di quello che dico. 
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TAV. À. 







Diam. est 


Diamet. 


Osserratore 


Epoca 


d.Anello 


Equat. d. 






eslerno 


pianeta 


Hu^ghens 


1657 


45" 


18" 


Cassini 


1691 


45 




Ponnd 


1719 


42 


18 


Bradlcj 


1719 


41,25 


17,75 


Bochon 


1777 


40,6 


16,9 


HerschelW. 


1791 


46,68 




W. Slruve 


1826 


4»,10 


17,99 


Beisel 


1831 


39,31 


17,05 


Encke 


1837 


40,93 


17,68 


Galle 


1838 


40,90 


17,91 


0. Struve 


1851 


39,70 


17,61 


Lassel(V.As. 


1853 


40,88 


17^5 


Nacli.n.856> 









Lasciando anche da parte le misure di Huj^ens, di Cassi- 
ni, e d'Herschel che possono esser sospette , si vede che 
BcUe altre vi sono diversità superiori a quelle, che possono 
ammettersi come accidentali secondo gli strumenti impie- 
gati, e l'abilità di chi ha fatto tali misure. Struve e Bes- 
sel, l'uno coU'Equatoriale di Dorpat, l'altro coll'Eliometro 
di Koenisberga diBeriscono di ^uasi un secondo (0".79). 
Lassel, Encke, e Galle ancor di vantaggio da Bessel (1".59). 
Colla favorevole occasione adunque dell'opposizione pros- 
sima passata nel mese di Decembre, in cui abbiamo avuto 
eccellenli serale ho fatto una serie di molte osservazioni , 
delle quali ecco i risultati ottenuti, ridotti tutti alla distan- 
za media di Saturno dal sole, il cui logaritmo ==0.9796.488. 
Non si sono applicate le correzioni delle refrazioni che 
sono assai, piccole per ragioni che sono indicale nella me- 
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morìa astronomica colle osservazioni orìgioali inserita negli 

atti dell'Accademia de'nuovi Lincei. 

N." delle 
Oggetto misarato Valore misure. 

Diametro esterno dell'anello esterno A. 40".893 58. 

Diametro del mezzo della dÌTÌsione prin- 
cipale tra A e B 34. 649 15. 

Diametro interno dell'anello intemo B.. 25. 714 28. 

Diametro interno dell'anello nebuloso G. 21. 419 19. 

Diametro equatoriale del pianeta. ... 17. 661 32. 

Diametro minore dell'ellisse 18. 814 28. 

Si Tede di qat che il nostro rìsaltato concorda assai bene 
con Lasse], Encke, e Galle ma che si scosta da Bessel. 

La piccolezza delle misure dì Bessel è certamente una 
cosa assai importante, e tanto più sorprendente, quanto che 
quest'astronomo ha provato che la differenza di 1" sarebbe 
sensìbilissima nel suo Eliometro. Le recenti misure dì M.'' 
Main fatte a Greenvich col micrometro oculare a doppia 
immagine, si sono trovate egualmente scarsbsime. Onde 
non può dubitarsi che ciò dipenda dalla diversa chiarezza 
delle immagini , che é sempre assai minore facendo uso 
della doppia immagine. Infatti diminuendo l'apertura dell' 
equatoriale fino a 3 pollici , si hanno gli orli dell' anello 
estemo assai languidi e sfumati , onde nel sovrapporre le 
immagini raddoppiate è facile che sì ecceda , e quindi si 
abbia un risultato minore del vero. Anche la semplice mi- 
nore apertura dello strumento può fare lo stesso effetto, e 
questa forse é la ragione, che nelle moderne ricerche del 
sig. Jacob il valore é un poco minore, avendo usato un re- 
frattore di soli 6 pollici {À.S. Month, noticee, voL XVL N." 5, 
pag. 125 March. 1856). All'incontro le grandi dimensioni 
dei primi scopritorì si 'sono attribuite all'irradiazione. Ma 
non so con quanto fondamento. È un fatte vero e noto 
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che a pari dimensioni an oggetto luminoso pare più grande 
di an altro eguale ed oscuro , qualora sì guarda diretta- 
mente, e anche coi cannocchiali succede lo stesso : ma non 
per cjuesto ne segue che misurando l'oggetto, questo si tro- 
vi più grande del vero. Un esempio del primo fatto l'ab- 
biamo in Marte, nel quale sono, come è noto , due mac- 
chie polari assai vive (*) , le qnali , guardandole con nn 
cannocchiale di un ingrandimento mediocre, sicché la luce 
resti ben vivace, paiono due segmenti sporgenti dal pia- 
neta, ma con uno assai forte che indebolisca la luce ciò non 
ha luogo, e nel caso del nostro istrnmento la fona di 760 
o 1000 volte basta a distnif^ere completamente l' illusio- 
ne. Un altro caso d'illusione si trova nel giudizio delle 
grandezze a stima fatte nel campo del cannocchiale. Io stesso 
più volte mi sono ingannato grandemente nello stimare le 
distanze dei satelliti del pianeta Saturno, giudicandole mi- 
nori del vero, quando le valnlava in larghezze dell'anello ; 
onde spesso prendeva il terzo pel secondo e il quarto pel ter- 
zo. Ma venendo alle misure l'errore sì rettifica immediata- 
mente. Per fare una prova diretta, ho fissata a grande lon- 
tananza una tavola su cui erano dipiati due circoli uno 
bianco in fondo nero; e uno nero in' fondo bianco. Questi a 
stima parevano diversi, ma la misura smentiva (ale giudizio 
e si trovavano realmente uguali. Dal che ne inferisco che 
l'irradiazione poco può influire sulle misure, ma si vede 
bene che non è indifierenle la quantità di luce che ammette 
lo strumento. Oltre l'irradiazione nei«annocchiali vi è la dif- 
frazione, che ingrandisce le immagini delle stelle. Una stella 
di 1* grandezza che coU'obbiettivo interamente scoperto ha 
un disco che è una frazione di secondo in diametro, con 



(') Le chiamo macchie polari per Mguìre l'uso comune, del rpsto 
1 di e«se l'australe È certamente eccentrica all'asse di rivoluzione del 
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un diaframma di 2 pollici arriva a 4" circa. Per SaturDO 
non ha certo luogo un ingrandimento si grande , e se vi 
ha qualche dilatazione essa è compensata dalla minor luce 
che ha l'orlo dell'anello, onde il suo diametro resta dimi- 
nuito per mancanza di lume. 

Lo scopo che io mi era prefisso nell'intraprendere que- 
ste misure pareva cosi almeno in parte raggiunto, se non 
che la discussione accurata delle medesime mi fece vedere 
tali discrepanze nei risultati ottenuti da una sera all'altra, 
che più volte ne stetti in grande ansietà: e ciò tanto più 
mi rendeva sollecito quanto che io vedeva i medii delle 
diverse sere discordare tra di loro notahilmente , più che 
i medii della sera medesima. I numeri che dò nella co- 
lonna 5* della tavola B qui appresso, daranno un' idea di 
tali divergenze. Esse erano tanto più inesplicabili che con 
Giove, il quale pure ha un diametro apparente maggiore di 
quello dell'anello, non ne aveva avuto di eguali, e che per 
sottrarmi da ogni specie di errore sistematico aveva variata 
la maniera di misurare facendolo per parti, e mutando gt' 
ingrandimenti. È vero che vi sono delle difficoltà non pic- 
cole Dell'anello, ma quando 1' aria è buona , e V orologio 
porta bene lo strumento, l'errore probabile di un'osserva- 
zione non supera 0".15. Di più avevamo nelle misure stesse 
una riprova della loro bontà, perché avendo misurato l'a- 
nello, e insieme il pianeta, le misure di questo si trovavano 
sommamente concordi, e lo slesso avviene tra gli osserva- 
tori diversi. 

Sospettai adunque che queste varietà fossero reali, cioè 
inerenti all'anello e mi c'indussero le seguenti ragioni : 

1." Il vedere che queste irregolarità passavano dal mas- 
simo al minimo dentro un determinato periodo : così in 
misure prese in due giorni consecutivi, si ha discordanza, 
mentre dopo tre giorni si ha accordo, e l'accordo ritorna 
quasi interamente dopo 9 giorni. Questo si vede a colpo 
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Intervalli 
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1" giorno 



ili— 15 Dicembre 
15—16 
123—24 



giorno 



0,39 I 

0, 63 medio 0,523 

0,55 I 

Q* Q. medio 0,05 



0,26 
0,05 



medio 0,15 



In 2." luogo i massimi molto si accostano tra di loro e 
i minimi pare : 

Massimi 



41, 324 
444 

115 
205 



medio 
41,275 



Minimi 
40, 564 medio 



412 
710 
483 



40,542 



Medio dei massimi = 41, 275 

... -dei minimi = 40, 542 

Differ. . . . 0,733 

S Diff. ... 0, 366 

Ciascun vede se sia tollerabile una tal differenza tra os- 
servazioni di questa specie con tale istrumentoj né solo le 
mie, ma anche quelle di Lassel (le sole che fino allora ave- 
va potuto consultare per esteso) erano soggette allo stesso 
difetto, di un salto di oltre a mezzo secondo nello (^). 

Nel caso pertanto che le irregolarità fossero reali, resta- 
vano due ipotesi da esaminare. 

(*) Nel laicicolo del Xonlhly nolieei della R. Soc. AstroDomica di 
Londra Irovo vhe U Sig. Haìn pure ai lagna di lalt divergenze nelle 
misure, e le crede dilUc il mente spiegabili con mera casualilì. Il salto 
poi di ^ secondo, e più, »! riproduce anche nelle itiit>nre del Sig. De 
la Rue ; ma il non trovare indicata 1' ora ci priva di una preziosa 
conrirma delle nostre viale teoriche. 
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La 1.* se l'anello fosse soggetto ad una dilatabilità pe- 
riodica. 

La 2.' Se esso fosse di fig:ura ovale, e che ora mostrasse 
a noi l'asse maggiore ed ora il minore. 

La 1.' ipotesi pare alquanto meno probabile benché non 
priTa di fondamento, giacché l'asse coniugato dell' anello 
viene trovato bene spesso madore qnand'é in eccesso il 
trasverso : ma ciò non é costante, e non devo dissimulare 
che le osservazioni in questa direzione meritano minor 
peso ; perché l'agitazione dell'aria molto confonde nella mi- 
sura di una linea di contatto di cosi debole curvatura co- 
me sono gli estremi dell'asse coniugato dell'anello. 

Tuttavia non credo doversi rigettare questa ipotesi senza 
esame, e dirò infine ciò che sento. 

L' ipotesi pertanto che io ho creduto dover discutere è 
la seconda, cioè che l'anello sia ovale, ed avendo una ro- 
tazione, presenti a noi ora nn diametro maggiore, ora un 
minore. Sia T il tempo di questa rotazione, e f il tempo 
scorso da un' epoca assunta per principio di numerazione 
in cai l'anello sia per certo in nn minimo di diametro ap- 
parente : k la differenza tra il semiasse maggiore a , e il 
minore b, avremo la correzione da farsi al diametro osser- 
vato per avere il medio della formola 

e = A cos 2 (yI 

ossia chiamando » il numero delle rivoluzioni fatte dall'a- 
nello nel tempo t, ed a l'arco residuo descrìtto oltre il nu- 
mero intero delle mezze circonferenze sarà 
e = k cos.2u 

essendo anche senz'altro calcolo evidente , che durante il 
tempo di un intera rivoluzione, l'anello si presenta due volte 
nella posizione si del massimo e sì del minimo diametro 
apparente. 
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La determinazione di T sarebbe stata assai. difficile die- 
tro le poche osservazioni che abbiamo, miste, come sono, 
degli errori di osservazione : qaìndi per togliere l'indeter- 
minazione di ciò, cercai quale sarebbe il tempo che giusta 
la terza ie^e di Keplero dovrebbe impiegare un satellite 
posto a 20"3 dal primario per compiervi il suo giro, e 
trovai che era circa dì 14*, 36 di Tm; con questo dato ten- 
tando di soddisfare i periodi osservati, vidi che il numero 
preferìbile era 

T = 14*, 238 di tempo siderale. 

Questo è il tempo di un satellite distante un poco più 
di 20" cioè posto alquanto nell'interno dell'anello estemo A. 
In questa discasaione però sono stato arrestato da una dif- 
ficoltà : l'ora dell'osservazione non é notata che entro li- 
miti approssimati cioè di circa IO**, specialmente nelle pri- 
me osservazioni , cioè quanto è sufficiente per trovare la 
riduzione da farsi alla distanza attuale del pianeta per ave- 
re la media, e per la refrazione ; quindi i tempi sono si- 
cari solo entro tal limite. Al principio dell'anno scorso tal- 
volta l'ora è stata emessa, ma le osservazioni facendoci ad 
ora, a un dipresso eguale nelle varie aere successive, fa- 
cilmente si è potuta trovar col confronto delle osservazioni 
vicine falle la stessa sera. 

Questa inesattezza che finora forse era tollerabile non 
permette di spingere le verificazioni alla precisione che 
avrei desideralo ; i tempi d'osservazione però che si discu- 
tono qui .sotto, essendo sicuri entro 10" , li credo sufB- 
cienti. Non veggo che altri astronomi abbiano usato fare 
di vantaggio , e perciò forse merito scusa , ma ciò ser- 
virà di norma a me a agli altri in avvenire. L'errore che 
può nascere nella rotazione da un errore dì 'I4 d'ora dì 
tempo nel momento dell'osservazione è 6° '\^; ora sono sicuro 
che Irattandosì d'una prima investigazione , ciò non può 
portare seria conseguenza, né errore che superi gli errori 
probabili delle misure stesse. 
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Nella lavoLa B qui appresso dò il diametro dell'anello , 
quale risulterebbe, applicando le correzioni giusta l'ipotesi 
assunta. Per contare il tempo parto dalla sera 24 Decem- 
bre a 4-* 10", T. siderale perchè quella sera era esimia, e 
il diametro era certamente in un minimo di fase. Per va- 
lutare la correzione, adopero l'eccesso trovato di sopra tra 
i massimi e i minimi diametri, e fo £ = 0",366. 



1 l 


ssSIsisSIsSS 
tftftttttftt l 


è 1 

a " 


41", 105 
41, 001 
41, 311 
41, 095 
41, 146 
40, 883 
40, 930 
40, 746 
40, 903 

40, 870 

41, 090 
40, 763 

40, 987 
0, 101 


' 1 


40", 851 
41. 324 
41, 068 
41, 443 

40, 812 

41, 118 
40, 564 
40, 412 
40, 623 

40, 710 

41, 090 
40, 483 

Medio 
rp. pp. 


ì 


fftttttf??°-? 1 


.- 'C 

=3 S 


ss^ass- '"■"S2S 1 


s 1 
s 1 

s 


4mn -1 -Ili 


Data 

ed ora delle osserv. 
In tempo sid. 


^SS-S^SS22SSS 





„Googlc 



( 209 ) 
1' oltima colonna fa vedere quanto piccole siano divenute 
le divergenze, benché sasgisla ancora un eccesso sulla pri- 
ma parte della serie, e un difetto nella seconda. Quella del 
14 dicembre sembra fare eccezione , ma pure essa dà un 
minimo relativo alle ricine, come vuote la formola. L'an- 
dare a ricercare più per minuto la causa di queste diffe- 
renze è inutile senza base di tempi più accurati nell' ore 
di osservazione, e probabilmente dipende da un altro pe- 
riodo sovrapposto at primo, o da perturbazione de'satelli- 
ti. L'errore probabile di un'osservazione isolata è soddisfa- 
cente , e il medio di queste poco differisce dal medio di 
tutte nella Tav. B. 

Se la compensazione di tali errori fosse casuale sarebbe 
forse nn fenomeno assai più singolare che non la rotazio- 
ne, e rellìtticìtà dell' anello^ tuttavia senza dar nulla per 
dimostrato, basterà questo per indicarci una nuova cautela 
da prendere in misurare i diametri, cioè di tener conto 
preciso del tempo. Le osservazioni di Lassel hanno diametri 
discordi a quattro giorni d' intervallo , e concordi a tre 
giorni, il che combina con noi, ma danno valore concorde 
per un giorno, benché non esattamente. Questo può parere 
in opposizione colla nostra teorica, ma non Io é, giacché è 
da avvertire che se una delle osservazioni non cade in un 
punto estremo di massimo o minimo ma io un intermedio, 
l'altra dopo 24 ore pure cadrà in nn punto intermedio, e 
quindi potrà restare nascosto l'eccesso o la differenza; ma 
nemmeno esso dando l'ora, nulla di sicuro può concludersi. . 
Quindi parmi probabile la prefata ipotesi e degna che 
gli astronomi fomiti di forti strumenti la prendano in con- 
siderazione. 

Ho promesso di discutere l'altra ipotesi della variazione 
reale del diametro dell'anello. La prima cosa da cercare 
è se la divisione abbia mutato sensìbilmente di luogo. Es- 
sendo essa un oggetto assai netto e distinto e di tacile col- 
onnati dt Scieme Mat. e Fu. T. VII- siugno 1856. 14 
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limazìone, molti errori accideoUli itestaao eliminati, e per- 
ciò merita di esser presa per termine di eoolroalo, «.pre- 
ferenza di altri punti. 

Si è trorato per medio del diametro di tal divisione 
34,649 , aggiungendo la larghezze della divisione medesi- 
ma, che dal confronto della grossezza dei fili del micro- 
metro a pia riprese ho concluso 0", 402 resta per 

Diametro interno dell'anello esterno 35", 051. 
W. Strnye daya (*) , =35, 289 

La differenza di 0", 238, non mi par punto trascurabile 
in UD punto in cui si collima si bene } e quel che é ri- 
marchevole Strnve supera noi. Però devo dire che la dì- 
visione non pare sempre egualmente larga. É ciò forse 
per le circostanze atmosferiche, o per una reale variabi- 
lità ? {*•) 

La larghezza dell'anello esterno A é per noi 

dal medio di tutte .... s=: 2, 92 

Secondo W. Struve 1826 . . = 2, 40 

Encke 1837 . . 2, 62 

O. Struve. . . .1851 . . 2,30 

cioè tutte minori dell'attuale. 

La sera dei 29 dicembre fui sorpreso di vedere l'anello 
esterno di una larghezza fuor del solito maggiore, e tanto 
che, ad occhio, scorgevasi una differenza notabile di esso 
colle figure fatte con tanta precisione da Dawes e Lassel: 
trovai quanto segue misurando l'ansa destra con tre ripe- 
tizioni molto concordi. 



(') A»tr. Nach. n." n». 
(") Il Sig. De la Bue opÌDa che le 
ìiìitto 16S6, 
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LarghezM di A e B = 7", 512 

qniBdi Anello intorno -•- ^ div =4, 523 

Anello esterno -^ i div =; 2, 989 

i div » 0, 201 

resla : Anello esterno ^2, 788 

Medio di W. Strare, Encke, O. Struve . . a= 2, 440 

Diff. 0, 348 
Da questo risultalo pare fuor di dnbbio una variabilità nel- 
l'anello esterno, e nella sua larghezza. 

Ma la larghezza complessiva dei due anelli è costante ? 
il medio delle nostre osservazioni dà per tardezza media 

delle ause 7, 589 

mentre da 0. Strave è dato 7, 415 

con differenza assai piccola di 0, 174 

Resta ora a vedere se siasi cambiato il rapporto tra la 
distanza dell'orlo intemo dell' anello B. dal pianeta , e la 
larghezza degli anelli stessi. 

La distanza dell'orlo interno dell'anello al pianeta = 4", 026 

La larghezza degli anelli ^7, 589 

Il rapporto della 1' alla 2' di queste quantità . = 0, 53 

Questo sarebbe secondo 0. Slruve . . . . ^ 0, 57 

Encke e Galle . . =; 0. 57 

W. Strave . . . . = 0, 64 

Bradley = 0, 95 

Huyghens e Cassini . = 1, 18 
Pare che siavi una diminuzione, benché non cosi forte 
come ha prodotto O. Struve. Bisogna però concedere che 
queste misure sono assai difficili per la variabilità della 
terminazione dell'anello interno, che talora è ottima , ma 
talora è incerta , e 1' occhio è perturbato per la vivacità 
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maggiore della luce dell'anello nebuloso con cui confina , 
onde è facilissimo fare le misure dell'anello interno in ec- 
cesso, e quindi che risulti minore il rapporto cilato. 

É noto essersi mostrato talora nell'anello una eccentri- 
cità relativa al pianeta : ho cercato se questa fosse sensi- 
bile , e la sera del 27 dicembre certo era nulla: ma non 
cosi può dirsi della larghezza delle anse che aveT&no una 
differenza sensibile. Ecco le misure originali 

Ansa precedente Ansa seguente 

dopp. rais. 1', 178 .... 1, 196 
1, 178 ... . 1, 197 
1, 177 ... . 1, 197 
Ridotte 8", 605 .... 8", 751 
Questa differenza é piccola, ma per l'accordo delle mi- 
sure dirette non è trascurabile, e non è da omettere d'in- 
vestigarla meglio. Posteriormente ho fatto qualche altra os- 
servazione, e nella sera del 16 gennaio ottenni T, s. 6.^ 10". 
An.. precedale = 8", 137. l ^^^ ^ jgg^ _,|,^ „„„ ^ p„„,^ 
Am. ,eg»enle =8, 323.Ì trascurabUe. 

Palle ricerche finora esposte pare potersi concludere che 
l'anello, oltre una rotazione ed una eUitticità, ha realmente 
qualche varietà periodica di diametro assoluto. Queste pe- 
riodicità possono far cessare i timori di veder presto spo- 
gliato il pianeta di questo beli' accessorio , benché se To- 
gliamo stare alle antiche osservazioni vi appaia un ristrin- 
gimento. Prima però di ammettere questo come reale, parmì 
miglior consiglio aspettare nuove ricerche. Infatti per quanto 
si vogliano stimare le osservazioni di llgenìo,non può negarsi 
che esse siano un poco difettose,come apparisce dai limiti che 
egli assegna ai diametri di Giove. Egli stesso benché lodi i 
suoi cannocchiali accenna però nel Systema Salurnium che 
altri ha vedpto il pianeta meglio dì lui. Forse allude all'os- 
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serTazioui del Divini e del Campani allora celebri ottici. La 
figura di qaest'altiiDO osservatore, che io ho per cosi dire 
disseppellita, è di somma importanza. È singolare cbe as- 
flumeodosì per diametro del pianeta 17", S trovasi per quello 
dell'anello 39", 67 che è molto vicino al vero, onde la fi- 
gara vedesi fatta con gran precisione : ora in essa la lar- 
ghezza dell' anello sta alla larghezza dello spazio oscuro 
:: 5, 44 : 66, ben diverso dall'attoale. Notisi che nella fi- 
gura del Campani vedesi traccia dell'anello nebuloso, e la 
minor luce all'orlo estemo dell'anello ; cose tutte che mo- 
strano la precisione del disegno, onde merita molta consi- 
derazione ; e può far sospettare che abbiano avuto luogo 
realmente delle mutazioni; ma cercando d'imitare i cannoc- 
chiali del Campani, cioè mettendo nn piccolo diaframma 
all'obiettivo del refratfore dì Merz, e usando ingrandimen- 
to debole di 100 volte, benché a me , e ad altri pratici 
dell'oggetto paresse l'anello più largo dell'intervallo oscu- 
ro, pure una persona non pratica giudicò francamente il 
contrario : sarebbe ciò il caso de' primi osservatori ? Notai 
per certo che cosi la loce agli orli dell'anello , e special- 
mente dell'interno resta grandemente indebolita, il che può 
farlo parere più stretto. 

CONCLUSIONI 

Riepilogando il detto finora possiamo riassumere quanto 
segue: 

l." Cbe la superficie dell'anello non è piana. 

2." Che le varie zone o anelli staccati non sono nel me- 
desimo piano. 

3.* Che gli anelli hanno ciascuno una rotazione indipen- 
dente. 

4.° Che sonò soggetti a notabili cambiamenti « e tali da 
farli paragonare, piuttosto ad una massa di fluidi 
elastici analoghi alle nostre nnbi, o alle comete, 
che ad na vero corpo solido^ 

Roma 14 Aprile 1856, 
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sopra (jn& formola d[ trasformazione 

per le serie doppiamente infinite. 

ìNOTA 

DEL SIC. PROK. IRAHGESCO BRIOSCBI. 

1." Rappresentino m^ , m^ . . . m„ , n quantità le qnsli 
ponno assumere tutti i valori interi da — oo a-<-ao; p, , 
pi ì ■ ■ ■ Pn i f-i ì M'x ■ - ■ ftn 2», quantità eguali a zero od 
alia unità. 

Posto : 

A = p, m, -t- p, m, -*- , . . ~t- p„ tita 

(fi 1 Or.( quantità costanti) ; considero ta funzione ad n ar- 
gomenti Ui yUa . . .u„ seguente : 

(1) /'"'• -^ •■""'■ -^ --^ '•"«"«PI., .„)=S(-l)»..f ; 

indicando col simbolo S la somma di tutte le espressioni, 
che si ottengono col dare alle mi , iR] . . . , che entrano 
a formare la ( — 1)^ ^, tutti i valori suddetti. 
Se nella equazione (1) si pone 

«, -t-2o,,, , tti-*-2»,,p, . . . , u„~*-2a„^r 

in luogo di u, , Ua ... Un si ottiene : 

e' P(w, -^-2a,.,, «a-*-2a„,.... «fl-H-2o„.,) 

= {-l)P'S(— l)*ef ; 
quindi se Pr ~ la funzione primo nwmbro della (1) am- 
metterà il gruppo di indici dì periodicità : 
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e se ;>r =:= 1 la faiuione medesima ammetterà il gruppo di 
indici di periodicità : 

(2) Aa,,r , 4a,.r ■ ■ ■ 4a„.^ . 

Ne risulta che la funzione (1) ammetterà gli » groppi di 
indici di periodicità che si deducono dal gruppo (2) po- 
nendo r^l, 2, . . . n. 

2." La espresBioDe del secondo membro della equazione 
(1) si può trasformare applicando opportunamente i meto- 
di dati recentemente dai sigg. Meissel ed Enneper per tra- 
sformare espressioni di forma analoga ( Journal de Creile 
T. 48. Quarteria Journal. Dee. 1855). Non faremo quindi 
che esporre il risultato. 

Sia 

A =5^(=t: «...,«, «„,„), «.,.= j^ 

y. = 7^/^(2"r -*-J'f)«..r — «Ar, U, (t^A— 1) 

e : 

k = m,{i, -t- ntjftì -1- . . . -t- «i„ fi„ . 
La formola di trasfoniiazione é la seguente : 

■n Jjt --- ^ y 1 

ossia osservando alla {1): 
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Ora se in questa equazione in luogo delle w, , u, ... Un sì 
sostitabcono le : 

M, -4- 2A..^ , M. -4- 2A.,, .... Un -^ 2A„,^ 
essendo : 

(4) *...=£;«.' 

si Ottiene : 

P(«,-<-2A,„, «. -^2A.„. ..u„-^-2A„.,) 
= (-l)'-P(», ,»....«,) 

Per cui le funzioni P(u, , u, Ua) ammetter&nao gli n 

gruppi dì indici di periodicità che si deducono dal grappo: 
4A..,, 4A,... ..4A„., 

ponendo in esso r ^ 1 , 2, . . . «. 

Quindi il rapporto Ira due qualsirogliano funzioni del 
tipo (1) ammetteranno i 2n gruppi di indici di periodicità 
superiori. 

3.° Osservando all'equazione (4) é evidente che gli ìn- 
dici A, ,. dei secondi gruppi sono dipendenti dagli indici 
a,,, dei primi. Dalla medesima equazione si possono de- 
durne moltissime altre le quali manifestano il legame fra 
i primi e i secondi indici. Fra queste equazioni noteremo 
le: 

Oj I A,., -+- a,,, A,,j -t- . . . -t- «,,n A. „ := 7— 
4r, 

*r.« A.;,, -*- a^.j A,,j -(-... -t- o,,„ A,,„ =st 
e le : 

r|.o, , A,„ -+-r^ a,,, Aj,, -+- ... -t- r„ a„,, A„^f ^ ~ 

4 

a, 0|,r A,,, -t- c^aj,, Aj j -t- ... -t- rn an,r An^ .= ; 
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e da altimo indicando con y il determinante : 



^{=tA,„A,.,...A«.„) 



4". Ar.ra ... r„ ' 
4." Da quest'nltima equazione si ottiene facilmente : 






2"ii/(r,r,...r„) 
per la quale la (3) assume la forma ■■ 

P(». ,„,,.....)= f-[/l S{-1)« fi * 
Si sostituiscano in <p per a,,,, i valori dati dalla (4)> si avrJt: 
y, =^({2m, -w p,)A*.i — - -^ (2m« -»- f «)A,.„ j — iAr,H, 
ossia posto : 



si otterrà : 

da cai 

^ = -i*(r, 5', -f- r, 3% -t- ...-*- r„ 5%) = A'» . 
Ne risalta che : 

P(«. ,«.... »,) = (■- J/^l S(-1)" .*• . 
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Si osserTi che la u é della stessa forma della 7 , e si ot- 
tiene da questa ponendo tu. In luogo di u, ; a\,, i&rece di 
<V^ ; e ;>i > Pi > • ■ ■ fi in luogo di (1, , jx, ... ftn e reci- 
procamente. Indicando quindi con P,(u, » u, •- Ua) quella 
fra le funzioni (1) nella quale sono permutate le ft, , fi^ 
.... p.a ordinatamente colle j), , p^ .... p^ si avrà dalla (1) 
medesima : 



e ■ P.(ttt, , ,«, ... ittfl , a',.,) = S{— 1)* e- 

per cui l'equazione superiore diventa la : 

(5) P(«, ,»,,...»„, Or..) 



= ?J/ 



— 2,f,u% 



^ V P.{t«, , IH, . . . »'«„ , o',,.). 



Questa é la formola generale per la trasformazione delle 
funzioni P ad argomenti reali in funzioni delle medesime 
specie ad argomenti immaginarj. 

5.* Suppongasi 

n^l, Oi^i^ciy a',,, ^a, , ji, = 1 , /i, ^Oj 
saranno secondo ì simboli dei Fund.* Nova ; 

P(«) = e(«) , P,(«) = H(ti -H k) ; 
inoltre si avranno le : 






har 
ed osservando essere : 



per coi A,,, ^ k sarà 
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! dalla forinola (5) deducesi: 



H(m -+- k, , k,) 



che equivale alla forinola (16) del §. 61 dei Fundamenla 
Nova. Analogamente si ottengono le altre forinole del me- 
desimo paragrafo : 
SU 
« =2 , pì = Oy ;>, = 1 i i«i = 1 , fi, = ; 
adottando la aotazione di GOpel nella Memoria , Tkeoriae 
transcendentium A&eUanivrum ec> Si avrà 

P(«, , »,) = Q'(», , «,) , P,{u, , « J = R"(w, , u^). 
Pongo 

o,,t =^ Al > Oi,! ^«1 I Al,, =a, , A,,, ^ aj 
«i.i==/3, , o,,, =p, I A,.,= A, , A,„=6, 

sarà : 

A ^ ai/3, — a j3i , v = «>*» "- «a*i 



e supponendo : 

t'a, sa a' , io, ■■ a" , tft, = /3' , t6,= (S 
ri avrà : 

Q'{«, , ». , a. , a, , p, , j9.) 



-k; 



fonnola analoga alla data dal Rosenhain al §. 5.* Cap. 2." 
della sna memoria, Sur Ita fonctions uUra-ettiptiquet ' ec. 
Pavia. Maggio 1856. 
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Fo ristampare qui appresso nel presente fascicolo l'elo- 
quente ed aSettaoso discorso pronunziato dal Si^. Agostino 
. Gancby, in occasione dei funerali del chiarissimo Sig. Bioet, 
membro dell'Istituto di Francia (Accademia delle Scienze Fi- 
siche e Matematiche). I sentimenti di cattolica fede e di pietà 
sincera sono espressi dal Sig. Cauchy in questo discorso , 
non meno che in altre sue produzioni. ('| 

BARNABA TORTOLinr. 

nSCOVRS DE n. acgcstu» cavcht. 

Messieurs, 

La mort vient de ravir à l'Académie des scìetices son 
presidente anx membres de l'Institat, aux professeurs du 
Collège de France, un excellent confrère; à une femme, à 
des enfants, à une famille éplorée, un pére tendrement aimé 
et digne de Tètre; & moi-méme, un ancien condiscipte et 



('} DegoiiMoii di ««Mr letti sodo i due MgaeDti Oputcoli. 

l.o ^Iqvanle parole rivolte agli «omini di buon tento t di buona fede 
da Luif/i Agoitino Cauchy, uno dei Prteetlort del Duca di Bordeaux. 
Tradutione dal Francese. Modena. Dalla Reale Tipografa Eredi 
' SoUani, 1834, in 8.° ' . 

'2.* CotuidéraHont iut le» Ordret RéUgitux , adreitiet awt omli dw 
Seiencet, Par te Bartm Jvguttin CaurhVi Memore de VAeadémfe i(W 
ScieiKes de Paris, de la Saeiéti Italienne, de la Soeiélé Sodale de 
Londree, de» Jeadémiei des Berlin, de Saint— Pétefthourg, de Pra- 
gue, de Stockotm, de Goettingue, de la Soeiélé Aaiiricaine, eie. Pa- 
rie, Librairie de Pousiietgve — Kusand, me IIanle[euille, n. 9. J 
Lyon, Chti L.Leme. 1844— ia 8.' In un capitolo di quest'operetta 
■ptitolaio : CHAPITRE Vili. U RMrend Pire de ta Compagnie de 
Jesut [pag. 36} «ono posti in piena lucr gli eminenti vantaggi reti 
■Ita società dalla Compagnia di Geiu. 



3vGoo(^lc 



(221 ) 
un ami. Binel a qaitté ce monde pour an monde meillenr. 
En présence de la tombe qui re^oit sa dépouille mortelle, 
je n'essayerai pas de rappeler les importanls Iravanx par 
lesquels Ìl a contribué aux progrès de la geometrie et de 
l'analyse mathématique ^ il sera«plus digne ponr lui, plas 
consolant ponr nons d'arréter notre esprit sur une pensée 
bien capable d'adoucir nos regrets. Binet n' était pas seu- 
lement an geometre distingue , doué d' ane haute inletli- 
gence : avec les plus beaax génies des siécles passés et des 
temps présenls, aree les Descartes et les Fermai, avec les 
Haiiy, les Ampère, les Laennec , il aimait à remonter de 
la connaissance des vérités scieatifiqnes au Principe éter- 
nel de toute véritè. La méditation des lois sublimes qui ré- 
gissent le conrs des astres, qui entretiennent l'ordre et l'har- 
m'bnie dans 1' univers , lui offrait sans cesse de nouyeaux 
molifs de béoir et d'adorer l'auteur de tant de merTeìUes. 
La foi vive de notre confrère , son ardent amour pour le 
Dieu auquel il rendait gioire par ses talents et ses verlus, 
par son vaste savoir et son inépuisable cbarité , doivent 
nous inspirer la douce confiance qu'aujourd'bui, plushen- 
reux que nous, plus éclairé que nons, Binet est alle pnìser 
la lumière à la source de toute lumière, apprendre des sé- 
crets que nous sommes appelés nous-mémes à coonaltre un 
jour, en marchant dans la Toie qu'il a snivie. Àbsorbé par 
ees hautes pensées, vous me pardonnerez, Messieurs, d'en 
abréger l'expression. La vraie douleur s'exprìme en peu de 
paroles3 et, à la Tue de la croix posée snr cette tombe en 
signe d'espérance, je me tais, je tous laìsse franchir eu 
esprit l'ìntervalle immense qui séparé les sciences de la 
terre, si limitées, sì bornées en tous sens, mème quand el- 
les sont cullivèes par des bommes d'un mérìte supérieur, 
des Térités subtimes, de la divine science, qni nous seront 
révélées dans les cieux. 
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SULLl RISULTANTE DI UN NUJIEBO QUALUN^S 
D'fQUAZIOni ALCEBRICBE. 

TEOREMA GENERALE 
PEL CAT. V. VAA' »1 BHVNO. 

Siano date le l equazioni omogenee a I varìabitì x, 
!, t . . . Xi di grado n 






xf a;^ . . . a? — 



Si scelgano a piacimento in ciascuna equazione l coeffi- 
cienti, e si formi con essi il determinante 

p 1 ■■■ t t bp 1 ...,,.... *^(iyO.../') 

p , ... , , ip ,...,,... . * (0 (0...^(') 

Questi determinanti saranno in numero eguale a quello 
delle combinazioni che si possono fare 2 à 2 di 

1. 2. 3. . . i 

quantità. Sì prendano i medesimi n'-' determinanti qua- 
lunque, ma tati che moltiplicati insieme forniscano un pro- 
dotto isobarico e dì peso n' relatÌTamente a ciascun ìndice- 
Ciò posto, la risultante sarti la somma di tutti questi pro- 
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ditti moltipUcati ptr e«me$ùe%U codienti MMuri'ct, i quali 
ù dettrmintratuto per messo delle equazioni aUe derivate 
p0rxifUi cui iodàitfa. 

Con quest'occasione é mio dovere di dichiarare, che, es- 
seado stato avvertito il contenuto della Nota inserita in 
questi Annali (Novembre 18SS) già essere stato trovato da 
Bfizoot, ne abbandono naturalmente la priorità, contentan- 
domi della BoddiefJazioDe d' avere rinventlto le slesse pro- 
prietà, seDia averle pria conosciate. 
Parigi 31 Luglio 1856. 

INTORNO LA INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI IRRAZIONALI. 

NOTA 
DEL SIC, FELICE CA80BAT1. 

La qaestione dell'integrazione dei radicali quadrali per 
funzioni algebriche e logaritmiche, qnando sia possibile , 
trattata la prima volta da Abel nella Memoria : Ueber die 

Integration der Differential-Formel * ^ , aeun R und p 

game, Functionett sind (*), considerata dal Sig. Lionville 
nel suo lavoro : 5ttr la Transcendante» Elliptiquet de pre- 
mière et de deuxiéme espéce, considéréet comme fonction» de 
Uur ampliiude (''^]i progredì assaissimo per le due recenti 
Memorie del Sig. Tcbebichef; la prima : Sur l'integration 
dea diffèrentielles irrationnelles (***), la seconda : Sur l'in- 
tegration des diffèrentielles qui contiennent une racine carrée 
d'un polynome du troisième ou de quatriéme degré {****). 

(*) Creile, Jonmal tOt die Malhemalìk, Barn! 1. 
(") Jouroal de l'Ecote polyUcbnique, Cahier 27. 
('") Jouraal dr Lìouville, T. XVIII. 

(*"*) Ménoires de l'Aca't^mie Imp. des Scieoces de Si— P^lcrshourg. 
Sìiìème Sèrie. Science» Math. et phy«. T. VI. 
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In qoesta l'Anlore dopo a?er detenuÌDalo colle regole date 
nella prima Memoria ia parte algebrica, ed il numero dei 
termini logarilmici, e d'aver scritte le equazioni che sei^ 
Tono a determinare le funzioni afTette dai segni logaritmi- 
ci, osserva come queste equazioni sieno spesso assai com- 
plicale; poi mostra, con analisi ingegnosa , il modo di ri- 
durle ad altre simili più semplici. Tuttavia tate riduzione, 
eseguita in generale come venne da luì indicato, non toma 
veramente utile se non nel caso in cui il grado del poli- 
nomio posto sotto il segno radicale non sia superiore a 4; 
permettendo in tal caso, pel verificarsi di circostanze spe- 
ciali, di ridurre la questione a quella già risoluta da Abel 
nella Memoria citata. In questa Nota accennerò brevemente 
come l'analisi del Sig. Tchebichef, in un solo punto gene- 
ralizzata, conduca a trovare equazioni ridotte, per le quali 
si verifichino sempre, qualunque sia il grado del polino- 
mio sotto il segno radicale purché pari, quelle circostanze 
a cui era dovuta pel polinomio del terzo e quarto grado 
la completa risoluzione della qnestione. 

Cosi pei lavori del Sig. Tchebichef e per 1' accennala 
Memoria di Abel la questione dell' integrazione dei radi- 
cali quadrati in termini algebrici e logaritmici, quando sia 
possibile, potrà risguardarsi come risoluta; dipendendo, co- 
me é noto, la integrazione dei radicali quadrali nel caso 
che il polinomio affetto dal segno radicate sia di grado di- 
spari, dal caso in cui il polinomio sia di grado pari. 

Richiamo le equazioni, sulle quali venne dal Sig. Tche- 
bichef eseguila la riduzione; esse hanno la forma : 

X - Yl/e(ar) lo/' X - yi^e{x) ~ r 

dove X, Y, u, V indicano funzioni razionali intere della 
variabile x , le prime due a trovarsi, le altre note; R una 
funzione che non si annulla ne diviene infinita per nessun 
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valore finito della variabile; ^ e tt due nameri ioieri , il 
primo incognito, il secondo noto; e 

X — yi/5(i:) 

indica il grado della funzione 

X -^ Y\/^${x) 

X - Yt/${a;) 
che, affetta dal segno logaritmico, entra a comporre il va- 
lore dell'integrale. 

Queste equazioni, sovente complicate pei gradi elevati 
delle u e V, e pel valore grande di n, si ponno semplifi- 
care, riducendole ad altre simili in cui sia : 

essendo 2n il grado di $(x). 
Si ponga : 

X — Y\/9{x) ~~ lpi/0, ~ qi/&i P —Q[/6(x) 
dove s'intendano con : 

p, q , B,, 9^, P, Q 

funzioni razionali intere di x, delle quali : le P e Q sono 

le nuove incognite , le 9, e S, tali che il loro prodotto 

eguagli Q{x), e ìe p e q da determinarsi nel modo seguente; 

Trovata una funzione S per cui le frazioni : 

S|A5. -^ |/g, S|^e, — l/'e, 

non diventino infinite per nessun valore finito ài x , si 
sviluppi la : 



'-{^l: 
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in frazione continua e fra le ridotte si cerchi quella il 
cai denominalore sìa di grado inferiore al g^ado della fon- 
zione : 

•[««9,. »") 



Kf 



e che preceda una ridotta, il cai denominatore sia di ^a- 
do superiore a quello delia stessa funzione. Indicata tale 
ridotta con 

M_ 

N 
si ponga : 

y=:N, p = SN — Mt4f. 

Allora, le funzioni : 

p\^9, -+- q\^B, p\^9, — yj/ fi. 

u * V 

rimanendo finit» per qualsivoglia valore finito di x, si po- 
trà porre : 

u 

Bi , Rj indicando funzioni, come la R, che non diventano 
infinite per ciascun valore finito di x^ e 

funzioni razionali intere di x. 
Da queste equazioni si ottiene la seguente : 



la quale mostra che R1B3 deve essere quantità costante e 



Dig,l,z.cbyG0O(^IC 



(227) 
che : 

te ^^ to'. 

Dalle stesse equazioni divisa t'una per l'altra, si ha: 

Pi^g, -^ qV h^ R il - 

quindi posto ; 

si avranno per determinare le P e Q le equazioni : 

pToTsi^ - K (,-) ■ *p3Q7e(^ -("-"•>? 

nelle quali sarà : 

S(„V) -^ », - » < 2f7^) 99(a>) . 

Infatti le quantità 

5(mV) -*-n — K, , 9(u'v') -I- R, — n 
«tao, per la (a), eguali od inferiori rispeltivameate alle : 

uv p\/Bt -^ yl/Si 

l/(m) 



/.[/«, — }l/ 9. 
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Ora, la prima di queste quantità, colla sostituzione dei 
Tslori di ;> e j' diviene ; 



2(»-l) 



)(i)-t-2i 



y e, M 



^\V\ 



uv9,.x^ 



fl(«).i-.) 



che è mioifestameate inferiore a 

2(„4rT)«W 

pel modo con cui fu delerminata la ridotta -- . 

Quanto alla seconda, essa non supererà almeno una delle 
due quantità : 



}a prima delle quali è minore di 
1 



per esserlo già ls 

e la seconda lo i pure, riflettendo al valore attribuito ad N. 
Dalle disagnaglianze poi ; 

("6. ,ft^e, — }l^8. 



yt/-9, -^ ,1/9. . ~-2(n-l) 



89(«) 
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.. <2(»-l) 


e per la { 


i) essendo : 


sarà : 


»'■'«■ -»■«•.=,}(.■.■.) 






e siccome 






„, ' >;MM<2 



«SH 



risalta cbe il prodotto uV sarà o una funzione lineare , 
oj; -i- &, o una costante. 
E per a diverso da zero le dilTerenze 
tt — TI, , TT, — rt 

ossia le quantità : 

PI/ s, ■*- }i/e. !/(«») »» 

pK8, — Jl/6, (l/uo) «i> 

sono rispettivamente eguali a ; 



KM 



qaindi rispetti vaaiente minori di 



^^ "Vw • '"-' 
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2(» - 1) " ' 2(» - 1) 

la qual cosa esige che sia : 

Jt- JT, = 0. 
Cosi si verificano sempre le circostanze sufficienti per la 
completa risoiuzioDe della questione. 

É poi facile a vedersi che, qui pure, la riduzione espo- 
sta è sempre possibile, quando le equazioni primitive non 
soddisfino già alla condizione : 

>('")^'<<- ^„ _i) ^^(») 

e che la condizione 

$9(x) = 2n 
è voluta da ciò che dovendo essere' le p e q funzioni ra- 
zionali, anche i termini della ridotta, coi quali esse sono 
formale, dovranno essere razionali^ e siccome tale ridotta 
rappresenta il vero valore della frazione continua esatta- 
mente fino a quantità di ordine inferiore a qnello della 

— ]/ ^t se il grado di S[x) non fosse pari sì avrebbero, 

in generale,, per S{ ed -N funzioni nelle quali la variabile 
avrebbe esponenti frazionari. "^ 

Pavia 5 .Luglio 1856. 
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RICERCHE ALGEBRICHE SULLE FORME BINARIE. 

MEMORIA 
BEL 8I«. VBOt. VR&NCESCe BHIOSCHI 

§. 1." Sieno f{x, y) % <p{x, y) due covarianti, rispettiva- 
menle del gradi t, « della forma binaria dell' ennesimo 
grado : 

« = («,,»,,...., an)(x, y)'. 

1 coefficienti delle potenze delle indeterminate X,Y nello 
sviluppo della funzione : 



m 



(pIxX- 



if(srtY, 



!,X-^_rta^)Y 



Sono tntti covarianti di m. Questa proposizione enunciata 
dapprima dal Sig. Hermite nel giornale di Cambridge , 
Tenne recentemente dimostrala da questo distinto Geome- 
tra nella sua seconda Memoria : Sur le tkiorie des fonctiotu 
komogénes ec. pubblicata nel Tomo 52 del giornale del Sig. 
Creile. In una nota inserita nel fascicolo di febbraio 1856 
di questi Annali, abbiamo trovato esistere una relazione 
fra i covarianti ottenuti dallo sviluppo della funzione su- 
periore; la quale relazione indicando lo sviluppo suddetto 

con : 

(«„,«,,..., a,)(X, V)' 

riducesi alla seguente : 



1 Mia, 
(2) "".= ,(i_,)\ax d, 
essendo : 

. 1 


if d«,\ r 
■ dy di / "^ 

d> d-* 
di' dldy 


* ,-(,-ir 


d-,f d> 
àxày dy' 



r(>-l) 



S«^ 
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Se nella espressione (1) poniamo fi := u , e supponiamo : 

= (*.,*, ,-,W(X,V)- 
i covarianti ^i , "^i ■ ■ ■ vennero dal Sig, Hermite , nella 
Memoria citata, denominati covarianti associati al covariante 
^ ; ed intorno ad essi ha dimostrato la seguente fonda- 
mentale proposizione : 

Qualunque covariante di u, od almeno il prodotto di esso 
per una potenza di u è una funzione razionale intiera, dei 
covarianti associali. 

§. 2." Riflettendo a questa proposizione, e precisamente 
alla dimostrazione di essa data dall' Hermite ; presentasi 
nna osservazione intorno la forma di quelle funzioni ra- 
zionali, intiere dei covarianti associali, dalla quale si de- 
ducono moltissime conseguenze, come vedremo nel seguito 
dì questa memoria. 

Sia : 

i(-r, y) = {c„ , e. . . . Cp)(x, yf 
un covariante di u > e supponendo : 

a(xX -4- x,Y , yX -t- y.Y) = (A„ , A, . . . A„)(X, Y)" 
Sì avrà per la definizione di covariante : - 

{xy, — x.y)''. nixX -+- x,Y , yX -^ y,Y) 
= (C„, C, , . . . Cp(X, Yf 

essendo [i un numero intiero, e le C„ , C, essendo 

formate colle A^ , A, , . . . come le e, , e, . . •- lo sono colle 
a^ ,a, . . . . 

Ora supponendo r 

1 dii 1 diA 

a;, = ^ f y, = — — ' . 

s ay s dx 

Le A, , A3 . . . divenlano ordinatamente i covarianti as- 
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sociali ^, , ifi, . . . del covariante tfi y per cai avremo : 



w 


=(C. , e 


1^ 




:i^) 


essendo i 


coefficienti C„ , 


c. .. 


. . formati coi covarianti as- 


sociali ^, 


, éj . . . come t 


■o I C, 


... lo sono 


con o„ , a, ... 


Molisi clte ponendo : 








D, = 


1 

pip-ì) ... ip-r 


^ 


1 ,ié d» 
■.'>d« dj,' 





(5) <|.-.D^= C, ; 

e che iodicando con tn U grado di n{x, y) rispetto ai coef- 
ficienti a, , a, . . . della forma u si ha : /i ^ i{mn— p). 
§. 3°. Dedurremo, come 11 primo corollario della osser- 
vazione su esposta, nna proprietà dei covarianti associati 
alla forma proposta, i quali indicheremo con U| , u, . . . 
ponendo : 

= («.,», ...«„)(X,Y)-. 
Sia &r l'invariante quadratico della forma del grado 2r : 
____l^___/d-«_ d'-« d-«x 

n(n-l) ... (n— 2r-i-l)Ua;^^ ' d*^-' ày " " dy^^ r ' ' ' 

esso sarà an covariante di u del grado 2(n — 2r) rispetto 
alle variabili x, y e del secondo grado rispetto ai coeffi- 
cienti Od , a, . . . Quindi supponendo Tc = 9r sarà /:jL=2r, 
e la formola (5) nella quale facciasi r=0 darà : 

-o o 2r(2r -1> 

, 1 2r(2r-l) ... (r-^1) 
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1 ,dwd9, Au ì9a 
' n(n — 2r)*Ar dy dy dsc ' 

sarà hr an covariante di m del grado 3« — 4r — 2 ri- 
spetto alle variabili, e di terzo grado rispetto ai coeffi- 
cienti 00 , a, ■ . ■ , e ponendo r ^ 1 nella formola (5) si 
avrà ; 

2r(2r-3) 
u^X = tt„a,^, — (2r — 1)«, «„ -*- — «.ttjr-, 

2r(2r— l)(2r-5) 



-{-\y 



!r(2r— 1) ■ ■ . {r-^ 
1. 2. . .r 



Ora dalle due serie dì equazioni, le quali deduconsi dalle 
superiori, e che daitno i valori di 9, , 9, . . . S„ odj,., se- 
condo cbe n é pari o dispari; e di A, , Aj .. . A„ o K„-x 

per n pari o dìspari, in funzione dei covarianti associati 
alla forma data; si potranno dedurre ì valori dei covarian- 
ti associati u, , u j . . . Wn in funzione dei covarianti 9, h, 
Ug=iu, Ut=0, e quindi per la proposizione dell' Her- 
mite si avrà il seguente teorema ; 

Un covariante qualsivoglia di u, od almeno il prodotto 
di esso per una potenza di u é una funzione intiera e ra- 
zionale dei covarianti u, 9, , 9, . . . A, , A, , , . , 

Ponendo nelle due formole superiori r = 1, 2 , 3 . . . 
si hanno le : 

u'B, = u^ w, — u'i , «'A, = Mj, «3 — «,«, , 

«49^ = wj*j — 4m, U3 -t- 3w'j , ec. 

dalle quali osservando essere u^-= u , Ui = si dedo- 
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cono le : 

w, = 1*5. , ii,=uA,, «4=;tt(«'9, — 3fl*,), 

M5 = tt(u*A, — 2A,e,), 

«6 = u(uiS, — I5u"e,e, -H. 459», -^- 10A',) . 

«j = m(«4A3 — 9u'B,kt-t- 3Q',h, ■+■ 5u%h,) , ec. 

Le prime quattro fra queste formole vennero trovate in 
altro modo dal Sig. Hermite nella memoria citata. 

%. 4.* È evidente che il metodo indicato nel § prece- 
dente per determinare i valori dei covarianti associati alla 
forma u in funzione dei covarianti B , h ; può estendersi 
alla ricerca dei valori dei covarianti associati al covarian- 
te ^{2, y), in funzione dei covarianti 9, e di covarianti 
analoghi ad A. Ma i covarianti associati (^3 , ^,< . . . ponno 
esprimersi, mediante una formula generale, in funzione dei 
covariauti u, , u^ , U3 . . . . t/i, , ^ ; come ora veniamo -a 
stabilire. 

Pongasi nel primo membro della (3) : 

„ J_ ^ _ ' '*''' — 

« dy ' ' » dx 

e sviluppisi quella espressione scrivendo : 

u{x,Y -4- «X , y.Y —yX) = u(x, , y,)Y' 

\ d*, ' dy,/ 
per cui risulta : 

1 / du du ,'■■"■' 

<'> *' = n{.-l)...{'>-r-^ir i^r'W) ■ 
Ciò posto pongasi nella (6) <p, e ip in luogo di X e di Y; 
ed esservando essere : 

1 /d<p d« d^ duv 1 / di/( diK 

^'"'^i^ld^d^ d^d^'' ^ ~ Tr di "^ ^ d^/ 
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si otterranno le : 

1 du , , , 1 d« , 

atìi -— li iss ux, , vip, -I :- 9 = t»l/i 

^ n dy^ *^ n tic '^ ' 

per coi sostilueDdo si avrà : 

u«.«(a!. , y.)= («« . ". - ««){*. > f)" = r(^. . *)• 

Da questa osseirando alle superiori, si dedacono le : 
dF / d» du \ d'F / dw d« \<'' 

d^, \ da;, *dy,/ dii', \ dx, dy,/ 

Dunque in causa ddla (7) si avrà la rimarchevole formola: 

(8) U'-tt'r = (U^', Ut , ■ . . «,)((//, , (/.)'■. 

Questo risultalo si può aoche generalizzare considerando 
la equazione (4) e la : 

= (7.. J. ■ ■ ■ y,)(x, Yl^ 

nella quale le 7„ , 7, ■ ■ ■ sono formate colle u„ , tf, ...7co- 
me le e, , e, . . . lo sono colle a, , a, . . . . Infatti ponendo 
in quest'ultima ftt'^ in luogo di X, Y si ottiene : 

«"'■«(». , j,) = (7. , y, . . . 7,)W, ■ tr = f ». . t) 

! quindi : 

^ dyj ~d^ 
per cui dallo sviluppo della (4) si ba : 

(10) »'*'C, = rir.,i., • • ■ 7r)». , *)'• 

Se r:=u si ba (x = 0, e da questa deducesi la (8). 

§. 5." Per quanto si è osservato al §. 2.° i covarianti 
Va , 7i > ■ • dati dallo sviluppo della (9) saranno formati 
coi covarianti u^ , », . . . come i coef^cienti e, , e, 



(ài 
X — - 
ax. 
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del covariante n{x, y) Io sono coi coefficienti a, , a, 

della forma data. Ora considerando y^ come fanzione di 
"• t u, . . . si avJ& : 

dy, V^ dy^ du„ dy, V^ dy, dw„ 

da; _j4^m dw^ dar ' dy ^j'" du„ dy 

dalle qdali : 



dw dy," àu dy, 'V" dy, /dw d«„ du 
da; dy dy da; ^^^ Au„ 'da; dy dy 



du du„ \ 

diri 



ma se nella formota (2) soppooiamo dapprima ip^ip = u 
per cui t^s^R, k = 9, } quindi f ^ n, ^ = u ed in 
conseguenza i^p , s ^ n , £ = d, si ottengono le due 
seguenti : 

1 /d« d«„ d« dM„ \ m(n — i) « 

"*' n(n — m)'d3; dy dy da; / » — m ' ""' 

1, .= 1 /d. iy, d. dyA ^ r(n - 1) ^ ^ 
"*"' n{p — r) \da; dy dy dx / p — r ' *"' 

per le quali ponendo : 

J>(7r)=X»'»»-. 4 . QW - £>--)««.. -^ 

si giunge alla equazione ; 

Q(y.) - 0'-'-)7~. = («-»)9. CW - nr-.i 

per la sassistenza della quale dovranno essere ; 

Q(7j = (p-'-)7r»,. P(r-) = '7^-- 
La prima di queste darà i valori di y, , ya ■ ■ ■ allorquando 
sìa conosciuto y^ ; e dalle medesime si ponno dedurre le 
equazioni caratteristiche per an covariante dovute al Sig. 
Cajley; le quali vengono qui ritrovate in un modo affatto 
diCTereate. 
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§. 6." Determinati i valori dei covarianti associati alla 
forma data in funzione dei covarianti 9, h; l'apiilicazìoDe 
del principio esposto al §. 2.' dà origine ad alcune rela- 
zioni fra 1 covarianti di una stessa forma , le quali sono 
di mollo utile nella ricerca dei covarianti fondamentali od 
irreducibili. Eccone alcuni esempi. 

1.° Sia d il discriminante della forma di terzo grado : 

* /■!'» _d^ d_^v 

n(n — lH»-a)\da;^ ' da;'dy ' dy^/V ' ' ' 

esso sarà un covariante di u di quarto grado rispetto ai 
coefficienti, e del grado 4(n — 3) rispetto alle variabili,' 
quindi fatto r = 3 sarà fl^=& ed: 

«63 = _ [u\ u\ -4- 4w„ u^) («4 A'. ~t- 4u4 è\) 

e quindi 

(11) «'3 -.-A", -^ A$\ = 0. 

Se la forma u fosse di terzo grado $, , k, sono! soli due 
covarianti irreducibili della medesima, e 5 1' unico inva- 
riante. In questo caso la formola superiore venne già tro- 
vata dal Sig. Ga^iey. 

2." Sia ^ l'invariante cubico della forma di quarto grado: 



d^u d'^u 



»(»— 1}...(«-— 2) da;* ' Ax'ày 



d''U\ 



:X, Y)« ; 



^ sarà un covariante di u del terzo grado rispetto ai coef- 
ficienti, e del grado 3(n — 4) rispetto alle variabili^ quindi 
suppoito TT = ? si ha fjt = 6 ed : 



1*6^ = 



ossia sostituendo e riducendo : 
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(12) «^?=u'0,$. — 49S-V,. 

Per n :^ 4 si ha la relazioDe trovata dal Cajlej fra i co- 
varianti $1 , A, e gli invarianti quadratico e cubico 9,, 
C della forma di quarto grado (Vedi anche la prima delle 
Memorie dell'Hermite nel Tomo 52 del giornale di Creile). 
Dalle equazioni (11) (12) si ottiene anche la ; 
a? = 9,9,-.- 4. 
3." Sia: 

1 /d» d£ _ d^ ^\ 
' n(n — 4) Vdr dy dy da; / 

ponendo r ss 1 nella (5) ii ha : 



«. U, Ui 
w, »3 «5 
o sostituendo e riducendo : 

(13) up = ex — &A 



àu^ d£ y ) 
d^ dx I 



^ 1 ,d« dg 

" «> - a)(3n — 13)U:r dy 
ponendo r =^ 2 nella (5) si ha : 

", «» «3 
w, W.1 «4 
»j «4 «5 
per cai : 

u'ff = «»A,A, -+- 39>', -1- 7w'9',9, — 129*. — «49% 
la quale in causa della (12) può ridursi alla : 
(14) Uff = A,&, - tt"9', -*- 45',e, -*- 3«9,C . 
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5." Sia 7 l'invariante di quarto grado della forma di 
quinto grado : 

L /^ J^ ^Vx w 

n(ft - 1) ... (n - 4)'dx5 ' da;4 dy ' ■ ■ dyV^ ' ' 

sarà 7 un covariaote di u di quarto grado rispetto ai coef- 
ficienti, e di grado A{n — 5) rispetto alle variabili, quindi 
fatto ff ^ 7 sarà /x := IO ed : 

«47 = i2À\ fl, — i6tt" e, e*. -.- m\9^ — u'k\ 

ed anche per la (12) ; 

(15) «'7 -^ k\ -4- A9,$\ -t- 12wC5:, = 

Analogamente indicando con /3 l'invariante di ottavo gra- 
do della medesima forma di quinto grado; sì ottiene la : 

(16) 9tt4^ = (Se.S -4- a)(k,p - 25,ff) 

— (20,p ~ 3A,C)(2S,,9 - 3A,?) H- 6«S(p* — Z^a). 
Per n = 5 le (15), (16) sono relazioni fra ì covarianti 9, , 
^3 I Al , A, , C ( P » <T rispettivamente dei gradi 6, 2, 9, 5, 
3, 6, 9, e gli invarianti 7, /3 del quarto e dell'ottavo grado. 

Le conseguenze dedotte dai Sig. Gaylej ed Hermite dalle 
relazioni (11) (12) per la teoria algebrica ed aritmetica 
delle forme cubiche e biquadratiche dinotano l'importanza 
delle relazioni di questa specie. Vediamo anche come esse 
tornino utili nella ricerca dei covarianti associati ad un 
covariante dato. 

§. 7." Se nella formola (8) supponiamo (p = 9, si ha evi- 
1 
denlemente 1^, = h, , quindi fatto r^i2si ottiene: 






e per le (11), (12) : 



,f, = _l.„S =!„(«, 5,-0 . 



„Googlc 



(241 I 



«'.^,3 = K . ». 


,».,.,)(-! 


ossia: 




4.3 = ÌM = 


-ÌM9.6.- 







"?)■ 



♦4 = «'.?-^(V"<'^-*'^-*"- 

Quindi per le fonoe di terzo e qnxrbi gt^ào i covarìanli 
associati al corariante 8t sono funzioni intiere e razionali 
dei cevarìaDti irredacil>iU u , 9, , k^ ; risultato fià otte- 
nuto dal Sig. Hermite. 
Continuando abbiamo i 

«'^S = K, «. .-."5) (-g*- ' ^') 

«ssia sviluppaodo od osservando alle (11), (12), (13) si bat 

«-^5 = I 5',(25,p - 3A,C) - ^ uk,$' . 

Ora se nella formola (10) poniamo n ^ ^ , ip = fi, si ha 

1 
^, ^ — n''^i» fi-^Si fi per r ^ 1 si ottiene : 

i,7C,=9«.(-l*,7,-.-9,7,) 

e per le (11) , (12) essendo : 

" ■" 3" 






si ha : 

6uC. = e», (2f8. — 35*,) 
per cai iadicando con X, il covariante della fornia u ; 
.innati di Sciewt Mal. e FU. T. VII. ìtigtiQ 1S56. IS 
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■ • (n- 


1 

-2)(„ 




di/ 






di quioto grado rispet 
rispetto alle Y«riabilij 


ai co«fficieDli, e 
8i ha per la (5) : 


di grado 


5,- 


-18 


pe 


r la quale ; 


«X, 


= 2f?, — 3^*,, 
|9',X._±»,i.-. 







Qnindì per la forma di quinto grado i coTarìanti associati 
al covariante 6, sono fanzìoni intiare « ratignall dei co? 
rarianti irrednaibili u, fi, , A„ , 9, , £ , X. ri^>ettiVMM»il« 
dei gndì 6, 6, 9, 3, 3, ? rispetto Alla Tariabilit « dei gr^x 
di 1, 2, 3, 2, 3, 5 rispello ai coefiBctflUti. 

P4via 10 Agosto 1856. 
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CALCUL DBS EXPRES810HB G£n£RALE3, 
QUI DONNBNT LA V&LBUK DES DlVERg É4.ÉHEHTS 

DE l'ellipse et de l'hyperbole 

VAU GEQKCES DOSTOB 

Docteur ég gcience$ nulhémaliqucs, 
hofesseut de milbénuliqiies à Puia. 



1. NoQS divìaons ce mémoire en deax parties. Dans la 
première noas exprimerons la conique à ceatre par les co- 
ordonnèes des extréraìtés de denx diamètres coujngués. Noas 
établìssoDS ainsi une nouvtlle éqaation par laquella on pent 
representer loutfl «onìque à cantre, et qui noui servirà a 
demontrer la plapfirt des propriótèn das diamòtres coojuguès. 

Dans I4 devxiéme partie nous prè^entons 1' équation de 
la conique eo yaleur dea coQrdonnèes des gommeta, et nons 
l'appliquons iiQiiièdiatemeDt au calcul de tous les élémcnts 
de la courbe. 

ìfmtvelle forme de Véquation dea eoniques à «enire, 
et application i le demonslration des prineiptUei 
propriitét métriques dea diamétrea conjuguét. 

% Coordoufiéea du c$ntre. Supposons qae l'èquatioa 

(1) f(x, y) = Ay* -f- B»y -t- Ca;' _._ Dy -+- Ea) -t- F=0 

représenle une ellipse ou une byperbole. On sait que les 
coordonnéea, p, q du ceatre s'obtieanent en résolvant le sj- 
st^me des dqux èquatio^is 

(2) /*, = 2AyH-B^-f-D=0 , /*, = By -^- 2Ca: -t- E= 
qui donnent 

— ^^^~" P _ 2CP-BE 

*'' ^~B"-4AC' *"" B'-4AC 
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Si l'oD rapporte la conique (t) à ce centre comme origine 
des coordonnées, son eqnalion se simplilìe et devient 

{3) Ay* -H Bxy -H Ca:' -*- H = , 

où i'on a 

(in 11 r , *^'- ^CP'-»PE 

(II) H-F- B'-4AC • 

ou bien 
(III) O* — 4AC)H = AE' -.- CD' ^FB' — BDE— 4ACF, 

C'est 8o«s la forme (3) qae nous emploieroos daos la saite, 
sauf avis cootraire , l'éqDatiOD des courbes du secoad de? 
grès à centre DDÌqne. 
3. InUfpritation géotnitriqut de Véquation. 

(4) a'Y =*= ^"^' — ^ »"*"• 

Lorsqne l'ellipse et l'hjperbole sont rapportées à une sy-t 
stèrne de deux diamètres coniugués %a', 2b', l'éqnatioa (4) 
de ces courbes est l'expressioa analjlìqae de la propriété 
géométrìqae snivanle : Si V on méne un rayon OM à un 
point quelconque x, y d'une conique a centre, et que l'onjoi- 
gne l'extrémité M aux extrémitét A et B dei deux demi-dia-! 
mélrei ponjugués OA = «' » OB = b' , le carri du triangle 
ABO compri* entre les deux rayons conjuguéi AQ , OB est 
egual à la somme ou d la difference det carri» des deux 
triangles BMO, AìfO, suivant que la conique est une elUpse^ 
ou une hyperbple. 

Gar, si f désigne l'angle d'tnc linaisoa ipntoelle des denx 
diamétres conjugués 2a', 2A' od oura 

1 11 

AMO = - a'y sin f , BMO = - b'x sin j>, ABO = - o'i'sin f , 

ou, en verta de l'équation (4) Aei coniques, 
pour l'ellipse 

(5) BMOV AM0'= ^o' 
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et pour l'hyperbole. 

(6) BMO*— AMO = ABO.^ 

A- Equation de l'elUpte et de l' hyperhole en fonction dea 
toordonnéet des point» extrémes de deux diantétres eonjugués. 
Supposons que la conìqne scfìt rapportée à deux axes 
qQelconqiies menés par le centre 0, et iuclinés entre enx 
d'QD angle $. Soient x', y' les coordonnées du point A ; 
x"y y" celles du point B} et x, y les eoordonnées du point 
mobile H. Admetlons pour l'hyperbole que, des deux ra- 
jODs conjngués AO, OB, le dernier soit celui qui ne reo- 
coDtre pas la court>e : x"i/' — 1, y''i/'—l seronl les coor- 
données reéltes dn {H>int B. Nous avons 

pour l'ellipse 

1 1 

AMO = ^ sin $.(x'y— y'x) , 6M0 =s -^ sin 6.{x"y ~y"x), 

1 

ABO = g- sin 9.(*V —x"y)} 

et poor l'hjperbole 

1 1 

AMO= - sin fl.(j:'y— y'x) , BMO = ^ìa9.l/'—l{x"y-y"a:) 

1 



Sobstiluant ces valeurs respectives dans les éqoalions (5) 
et (6) nous obtenons 

(IV) (x'y — y'x)' -M- {x"y — y"x)' = {ctfy" — y'x")' 
pour l'équation generale des conìques à centre en fonctions 
des coordonnées rèelles el imaginaires de deux diamétres 
conjngaées quelconques, rapportées à deux axes arbitrai- 
res menées par les centre de ces courbes. 

5. Conditiont d'identité des deux coniques (3) e/ (IV). 



(546) 
Développons IVqnalìon (IV) : elle devieni 
(7) (a;" -*- x"'')y' — %{m'y' -t- «"y^jary -t- {y" ■+- y"')x' 

Pour que cetle dernière représeale Is mème conrbe que 
(3), il faut et il suffit que l'ea ait 

(8) \ 

i C> == y" H- y'", — HX.±= (Vy" - y'«")% 

où nous représentons par "k une cerlaine constante , que 
nous alloDS èvatuer en ifonction des coéfÈcients de l*éqaa- 
tien (3). 

6. Determinatton de ta constante X. 

Poar j arriver, il uons suffira de calculer l'expression 
B' — 4àC. Or les trois premièrs égaUtés (8) no^s donnest 
immédiatement 

(B' — 4AC)X' ^ 4{x'y' ■+- «"y'T — H^" ^ ^'"W "^ »'") 

= - A{xY ~ y'x'r i 
comparant ce résultat avec la dernière des relalions (8) ; 
il nons vient 

(^' ^ = iF^c- 

7. Relation» fondamentales entre Us coefficients de Véqua- 
tioh (3) er les cùordonnées det txtfé^itéi de deux diamitrts 
eonjugués. 

Introduisons la valetir (V) de X dans (es égnalités (8) ; 
nous obtenons les relations 

4AH „ .„ _ 4CH 



(VI) «"h-:c"'=- 



B^ -4AC ' ^ ' B' — 4AG ' 



(VII) 2(.y--.V)==^n 



Di„i„«b,Googlc 



(347) 

(Vni) ,.y'-,vo--g=ig.^. 

8. Propriétéa BUtrique$ dea diamitrta conjuguéa. 
Les relalions (Vi) et (VII) prouvent qae 

1. La MOtiaat det earrés dea projectiona de deux diami- 
trea quelconques sur une droite arhitrairt eat constante. 

3.' Si l on projette deux diamétrea eonjugués quelconques 
sur deux dtoiiea, la tovMae dea produltì, que l'on obtient, en 
muUipliant entre elles les projictùms rtìatives Uu mtmt dith- 
métre, eat eonstant*. 

L'égualité (Vili) etprime que 

3." Les triangles eompris entre deux ieMi-diamétres quel- 
conques ont méme tutfuee. 

9. Théorime d'Àppolanius. Àjoutons les éfpialités (VI) e 
(VII), après aroir mnltiplié cette Cerniére par cos $, S élant 
toajours l'angle des aies de coordonoées; noos trouTons 
(IX) («' -*- y'' -t- BsrV' cos ^) -4- («'" -*- y'" ->~ 2»"^" cos 6) 

4(A— Bcoag-^C) 
B\— 4AC ' 
twndanl que t'égalité (Vili) donne 

Ces deux résnltats démontrent qoe 

1." La aommt dea carré» de deux dìamétres eonjugués 
quelconques eat er m at an te. 

Z." Le parallélogramme construit sur deux dìamitrea 
eonjugués quelconques a une surfaoe tonstanle. 

10." Exprersiona des dtriviei de V^uation de la conique, 
prisea par rapport aux coordonnies des eXtréOiitéa de deuX 
diatnétres eonjugués. 

iAy'-^-Bx'^ By'-f2Cx' _ |^{4AC>*B') 
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(xin?A»!r-lf! = _?»lri£^ _ i/'(4ac- b-) 

' ' «' y' - H - 

11. /teJa/ioit entre les coi^eientt angulairts dedeux dta- 
métres conjugués. 

L'égnalité formée par les denx premiérs rapports (Xl) 
pouTant s'écrire 

SAy'a" -4- B(a:'y" -^- yV') -»- 2Cx'a:" = 

sn en dédnit immédiatemeDt 

(XIII) 2Am'm" -h B{m' ^ m") -f- 2C »= fr, 
si l'on a soin. de poser 

(9) y' = m'x' y y" = m,"x". 

Telle est la relation clrercfaée. 

12. Angle de deux diamétres eonjugués. 

En désigoant par i\ s." les inclìnaìsons sor faxe des deux 

rayons eonjugués OA, OB, par tp l'angle qn' ils comprvn- 

neot, Dous avons 

-tange' 

1 -i'- laog s" tang s' * 

el comme 

,, ffi"gin $ , m'sin $ 

lana; £^^ ; r , tane e = ; ; , 

** 1 -»~ m"cos e * ^ 1-1- m'cos $ * 

il vient 

10 tang <p = . f-r, y^, jr. jr . 

^ ' ^^ 1 -4- m' m" -t- (m' -^- m")co3 B 

Afin d'avoir la valeuf de tang f en fcmction de m' seul, il 
nous suffìra de reiiq)lacer, dans cetle deraière exprossion^ 
le coéfficient m" par sa valear 

' Bn/ ^ 2C 



(11) 
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firée de (XIII). Nons Iroavons ainsi qoe 

(XIV) . lang )i = '— 



'(B-2Acos6)m"— 2(A— C)i»'— (B-2Gco!6> 

13. Equation plus généràlt del coniquet à eentre. 
Soient p, q le coordonnées dn eentre de la coniqae (IV), 

lorsque ce centro est rapporté à une origine qaelconqne. 
Bapportons la coarbe a la memo origine ; il nous suffira 
de remplacer dans son èquation x, y ; x\ y' ; x", y" par 
X — p , y — q ; x' — p etc. L'équatìon (IV) devìendra 

/ » — ? _ y" — }\' n—t _ y" -n ' 

\x—p x' — fi \x-p x"— p) 

iy'—i _ y" -ì \ 

_ V— f x!'—pì 

(«-?)■ 

Telle est la forme generale que ['od peut donnerà l'éqna- 
lioD de l'ellipse et de I' hjperbole , dont le eentre est au 
point p,q, etdontdeax diamètres conjugaés soni terminés 
anx points z', y' ; x", y". 

■WVXIÈHIE PARTIE. 

Ifouvelle forme de l'éqwUìon de» conìquee é eentre en valeur 

dti coordonnées dei sommete, et application ati caletti 

deg principaux iUments de ce» eourbe». 

14. Èquation de VetUpse et dt VhyperboUf en fonction des 
totnmet». 

Lorques le deui diamètres conjuguès OA, OB sont les 
axes de la conique, l'èquatìon (IV) peul se metfre sous 
une autre forme caractéristique, qn'il est imporlant d'éta- 
blir. 

En effet soienl 
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'«, ys 

les équatictna dea deux axea. Ces deux droites éUnt per- 
peadicalaires entro elles, doos arom Is relation de conditlon 

, 1 -♦- m'm" -f («' -♦- ni'^oos d ±b: * 

ou, poùque 

y' ^ ma;' , y" ^ m"a;" t 

(13) yy H- «V -f- («'y" -»- y'a:"}GOfl 9 =>* » 
dW nobs tironi 

a^ -f- y'cos 9 „ f ^'' -«-«"cùs 6 , 

Sabslituotas ces valelirs dans les rapports respectib 
x'y — ■ y^j; a/'y — y'V 

a'y" — af'tf" ' x^y' — y"a:' ' 

tious troQTOus qu'ils detieBfieat 
xa^- i~jy'-t-(x'y-~t-y'a!)eoad xx"-i-^i/"-+-{x"y-t-'y"x)c08 9 

x'^-t~y"-h-2x'y'eo» 6 ' ii!"'-t-y'"-*-23:"y"cos 9 

Comme réqustion (IV) peat s'éerire 

/ g"y — y"x \' / g'y — y'^ \'_ j 

\a!"y' -*- y"*'/ Vaj'y" — y V / . 
Olì toìt que les Valenrs précédenles la changent eo 

{xx' -*- ya'cos 9-^yy'-^ gy'cos 5)' 
(**■' (y'-^y'^-t-2ar'y'c08 9)' 

{ara;" -i^ ya:''cos 6 -+- yy" -*- «y''cos $}' , 
(a:"* -1- y"' -*■ 2x"y"GOS S)" 
BTec la condition de 

«'«" -t- y'y" -+- (x'y" -*- y'a")cos fl = 0. 

Ielle est l'équation des coniques à centro od fonetìon de»/ 
coordonnées des sommets de la courbe. 
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Si les axes de coordonnées sont rectaagalaires, cette èqua- 
tloo se simpUfie et se rednìt A 

(XVII) {"4?^)'- {Ìr^S= 1 
* \ »'* -H- y' f \x' -t- y ' V 

aree la condìtion de 

15. Direction des axei. 

Cm diDìtes éttnt les dìamétres conjugués perpendicalti- 
res tittlr«eaz,la UngenM de tear angle est ég«le à l'in&DÌ. 
Introduisons cette hjpothése dans 1' éxpréssion (XIV) de 
tang^ au n." 12. Noub obtenoas 

{XVIII) (B~2Acose)m'-2(A-C)m- (B — 2C cos fl) =: 

poar l'équation, qui nous doonéra les coef&oients aagaUires 
des deux axes de la coniqua à centre. Nous eo tìnuis 

- A-C=Ft/^[(A— C)'-4-(B— 2Acosg)(B— 2Ccos6)l 



■^ C-A±i/[(C-A)'-v-(B-3Coo8e){B-2Aco8e)3' 

_^^ A— C±|^[(A— C)"sin'9-^-(Aco8e— B-^co8fl)'3 
<^> "^ B-2Acose ■ • 

SoieHt 6)', a" les abglet d'inclÌDaisob des deux. axes de la co- 
niqae sur l'axe des a;. Les deax égualilés 

, m'sin 6 ,, m"sìa Q 

tang «' = • ; 7- » '«"8 *> — \ u Ti 

" 1 -t- Bt COI p ° 1 -t- m"cos Q 

Dous doonent, en ajant égard à l'èqualìon (XVIII), 

(m' -1- m" -->- aw'm" C08 $)sin Q 



lang <u' -H latìg a" = 



1 H- (m' -+- ot")cos 9 -4- mWcos'^ ^ 
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2 (A-i-C)cos'9— BcosS-J-fA— Osin'S 

la„gB'*Ung»'=5j^X— . g_ace«6 

et 

Ung sj' X tang »" :^ — 1. 
On Toit doac qne 

(XXII) (B-2Ccos9)siiie(l«iig"o— 1) 

— 2[(A-4-C)co»"9— BcosS-4-(A— C)sin"S] lang sj = 

est r éqnalioD aux tangentes dea angles A' ioelinaison dea 
axes de la coniqae sar l'axe dea ftbscisses. Gette équatioD 
donne 

(A-i-C)co»'S— Bcos9-.-(A— Cjsin'S 
/■,r-r.,iv . =!=lAt(A-C)'sio'e-KAco>8-BH-Cco»9)") 

(XXIII) ta„g„ = . (B-2Ccos6)ri.8 

Noos pouTons sussi noas proposer de déterminèr tang2<u. 
Car l'équation (XXII) donne de suite 

^ ' (A-*-C)cos'fl-BcoseH-(A— C)siii'$ ~ 1 — tang'o) 

SJ tang 2u. 
Telle sont Ics élémens qoi concernent la direction des axes 
de la conique. 

Si fes axes de coordonnées sont rectangulaires, les quantì- 
tés cos $, sin 6 sont éguates l'une a zero et l'autre à rnnìté ; 
cette hjpothèse reduit les relations qui précèdeot aux vir 
Icurs suivantes : 

(XXV) Bffl' — 2{A-C)m — B = 0, 

/vvv« . A — C:ì=l/tB'-.-(A— C)'] 

(XXVI) m= Unga)=: ^ ■■ . ^ '— 



A — C=F|/^[B*-.-(A — C)^l 
iXXVII) tang 2w = — j— ^ . 
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16. Equation de$ axes. 

Ges équations sont foarsies per l'éguatité (XVIII) qnj 
donne 
(XXVIIi) (B — 2A cos fi)y" -i- (C — k)xy 

= (B — 2C cos B)x^ -+- (A — G)xyy 
et qui se decompose dans les deux équations linéaìres 

(XXIX) (B — 2A cos B)y - (A — C)x 

± xt^[(A — Cy -i- {B ^ 2A cos5)(B — 2C cos9)] =0, 
ou 

(XXX) (B — 2C cos &)x — (C — A)y 

=i= yl^[(C - A)' -^ (B — 2Ccos9)(B — 2A cosS)! == 0. 
Telles sOQt les éqaalions aux axes des sectiobs coniques. Ges 
éqaations peuvent eocore s'obtenir par la combinaison des 
équations (XI) du n.° 10 avee 1' égnalité (12). En effet la 
première donne 

2Ay' -4- Bx' __ «" 

B/-4-2Ca!'~" y^ 

fit de le demière on tire 

al' y' -+- x' cos 5 
y' x' -+- y' cos 9 

de sorte que, si l'on supprime les accents, od aura encore 

(SXXI) . ^A,-.B»^gC^H-B, 

' y-4-a; cos 9 x-t-y cos S 

poor Qne nouvelle forme de l'équation aax axes de la co- 
oiqne. 

17. Mithode directe pour éerire immédiateme»t l'équation 
aux axes de Villipse et de l'hypérbole, dam le cai le plH$ yé- 
néral. 
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Soient x', y' les coordonnées d' bd sommet de la conì- 
qQ«. L'axe, qui passe par ce point est repréSBQtè par nne 
équalion doot le coéfficient d'inclinaison est 

m'=Ì^ : 

la tangente, qpi passe par le |it£iiie ppiot, a qb coélScieiit 
angulaìre égal à 

mais ces deux droites sont perpendiculaires eatre elles; par 
£Onséquent leuni (soéfficients aiigul^ires deyront satisfai!^ ^ 
la relation de coaditì^n coDBBe 

l -K m'm" -+- {m' ■-^- m") ee? 9 = 
ce qBi donne l'èqoatioQ 

* —P r,' V*'— y , /■,./ 

ou, 

(r,. - co»9 r,w -</)=' (/*,■ - «os9 /'.■)(»'-}'). 

qB'oo peat encore ecrire 

f.' r,- 

x' — p -*- (y' — ?) cps § y' — f H- (z' — p) cos 9 ' 
Or je dis qBe l'équation 

(XXXII) ir, - C03 ry){H - i?) ^ irr - cos 9 f'.){x--p), 
que l'on obtient, en remplacant dan$ l'uné des cel (rois aei^ 
niers rélations les coordonnées x:, y' dn sommet par les va- 
riables eoarantes jc, y, est prócùément le éqaation anx axes 
de la coniqne (1). 

En effet, la ligne répréseotée par l'équatioa (XXXII) passe 
par «hacun dee poiots x', y' etp, 9; puiaqae cette équation 
est satisfaite par les coordonnées de ces points; de plus, si 
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l'on remplace, dans colte équation, f'y , fx par lean valears 

respécttves • 

aAy'4-B3M-D«aAy-+-Ba:-3Ay-Bp=2A(y-y)-»-Bfa!~p), 
By-+-2C«-+-E=By-f-2C»— By— 2Cp=B{y— j)-K.2C(«— p), 
ce qui la irasformé en 
(XXXHI) • (B-2Acas S) {y-qf _(A^C)(y-y) (a-p) 

=(B-2Ccos5) (a!-p)'-,(A— C) («--p) (y-j) 
et que l'on résolve cette deraiere, oa trouve qu'elle se de- 
compose dans \&9 deus èqaations'da premier degré 

(B - 2A cos Q) (y - y) _ (A - C) (a, ~ p) 
=*=(«— P)K[(A — Cf -h (B - 2A cos 9) {B-2C cos e)]=tO 
oq 

(B — 2C cos 6) (co —p) ^ (C ^ A) (y — y) 

My — ?)t/'[(C —A)" ^ (B - ac cos 6) {B -3A cos fi)]=i=0 
Donc l'équation (XXXII), qui est da second de^, représcD- 
te deux droites passaot par le ceatre et par les sommetsj- 
dpnc elle est l'équatìon aux axfts de la coniqae k centre. 

De ce qui précède doiu dédaisona eette règie bien simple; 

Pour avoir Véquation atfx axe$ (ftfne coniane à wntre, il 
suffit de remplacer, dans Véquation dt eonditxon 

1 -V- m'w" -f- («i' -+- nt")co8 9=0 
de la rectangularité dsdeux droitpty^m'x, y ^ m"x. Ut 
coefficienti m' et m" respectivement par les rapporti 

• *-?' r, ' 

ou p tt, q ttésigne lai co&riionn^ei dà tt^ire. 
18. Gran4eurs 4«s axti. 
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L'éqnatìon aax àxes (XXXI) donne, en verta de (3) et de 

x' -t- y' -t- 2xy cos e = B' 

«a B desile oa demi-axe et x, y les coordonnées du somn^t 
gcorrespondaat, 

ffAy -<- Bar) y _ {2Ca; -^ Bjf)» 

y' -+- icy cos 6 x'-t- xy eos S 

__ 2(Ay' -*- Bay -I- Cx') 2H 

J5* -+- y* -*- 2a;i/ cos 6 R 

Egalant ce rapport à chacun des rapporta (XXXI), on treave 

{2Ay -4- Ba;)R'-H 2H(y -4- a: cos S) = 

(2Gx -H By)R' -^- m{x ^ y cos 5) = 0. 
ou 

■ ( 2(AB'-t-H)y-^-{BB'->-2Hcose)x=0 

(XXXIV) \ 

( 2(CR' -*- H)x -4- (BR' -i- 2H eoa 0)y = 

Ces deax deruières égalités ttoÌTent avoir lieu sìmultaflé- 
ment; peur qae cette condition soìt remplie, il fflut et il saf- 
fit qae le dèoominatear comman des valeursdea; et y soU 
nnl. Od arrive aiosi à l'équatiou 

(XXXV) (BR'-*-2Hcosfl)' — 4(AR"-^H)(CB"-4-H)=^ 

poar celle des demi-axes. 
On peut la mettre sous la forme 

(XXXVI) (B'— 4AC)B4 - 4(A - Bcos B -h C)HR' 

- 4H' sin' e = 0. 
On en tire 

WWm ^'^^-^"^"^^-^C— i^l^("'— <AC)sin'^(A-Bcosg-f-C)' 



B' - 4AC 



(XXXVlin QH_ A-Bcos9-.^Cq=t^[(B'— 4AC)sin'5-«-(A-Bcosg-H-C)'l 



B' — 4AC 



Dig,l,z.cbyC00glc 



( 25' ) 
Les deax èquations (XXVIII) et (XXXVI) fournìsseiit fnne 

deax ralenr pur — et l'aalre deus raleurs poar R*: or il 

est indìspensable de savoir quelle vai 

l'une ou à Tautre des mieurs de R'. 

Pouf savoir quelles sont les valeurs qui se correspou' 
dent, retoarnons aux éqnations (XXXIV), qui dcunent 

y _ BR' -.- 2H CQ8 fl ^ _ 2(CR' -^ H) 
X 2(AR' -4- H) ~ BR* -*- 2H eoa 9 * 

Mullipliant les deux termes de la première fraction par 
oos 9 , et rétrachaut da próduit «eas de la seconde , on 
obtient 

2H 

— 2C -4- B cos e — -^ sin'e 

<™'^' ! = STTIaW^ • 

2H 
Rempla^ons maintenaot — -^ sin'S par les deux raleurs 

(XXXVIII) et nous tronfons 

y _ A - Cq= t^[(A-C)' — (B-2A cos e)(B-2C cos5)] 



Nous vojions donc que les sìgnes do radicai dans la Taleor 
(XXXVII) ou (XXXVill) de R' correspondent aux signes 

de méme place dans la valeur de - Uree de (XXVIII). 

Dans le cas où les axes des coordounées sontréctangu- 
laires, les formules, que uous venons de (rouver prennent 
une plus grande simpUcilé; elle deviennent 
(XL) (B* — 4AC)R4 — 4(A -h C)HR' - 4H» = 

t^^*' ^' = B^r^ ^ [A-HCd=lA[B" ^ (A-C)']] . 

annali di Scitnxe Mal. e FU. T. VII. lugtio 1856. 17 
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19. Bapport dea axes. 

Il ne sera pas inutile de calcaler rex[vession du rapport 

R' R" 

^7^. Pour l'obtenir» prenoos poar j-g la valeur 



A 


— Bco!9-*-C-^-K[(B"- 


-4AC)<ii.'«-)- 


(*- 


-Scoi9-t- 


C)'J 




B* 


-4AC 








et 


pour -^ la talenr 


-sin'9 









A — Bcos fl-.- C -t- i/'[(B»-4AC)sin'e -i- (A— BcosS-^CH 
Si noDS dÌTÌBOBS cas deox ijaantit^ membre h ipeiabre ^ 
nona trouverons immédiatemeqt 

R' A-Bcosg-^-C-t^^^[(B'— UC)sin'e-^(A— Bcosg-^C)'] 
^"' H"~ " siaS |/(4AC - B*) ^ ' 

Nous aurions de iu£nip 

R" A— Bcos9-t-G— t/C(B'— 4AC)8ÌD'e->-fA— Bco8&-«-C)'] 
(XLIII) gr^" sinS ^/'(4AC-B=) • 

torsque ìes Goordoonées soot rectsog^Uires^ ces rapporta 
deviennent 

H" A-t-C-K[B' — (A-Cn 
ff" " |A(4AC — B") 

26. Coorionnéei de» sommeUf 

Cherchons d'abord l'équation aux carrés des abscisses, 

Nous svons déjà trouvé au n.° 7 que 

"^ "-^ = r-uc ' 

il nous suffira donc de calculer le produU a'V". 
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Ponr avoir ce prodait, nous fcrons oltscrver que les éqtia- 
\ioBS (XXIX) Qoas donneDI la dìifèrence 

ÌJt_f\ _ l^ [(A-C)' — (B -2Aco89)(B - 



Or noHS avons ausgi, en vertu de (VII!) da n." 7. 

Ili _ '"1'= (y'"^' — »'»" )' _ -H' „ ' 

4 U' ^'1 Wx'" B"— 4AC x'V ' 

Subsliluaut cette valear dans l'équation précédente, après 
avoir éleTÉ celle-ci au carré, nous obtenons l'équalion 
_ iA-C)'-<-(B-2Aco»9MB-2Ccoae) 
' (B-2AC08S)" ' 

^Toà nons tirons 

'" "> = _ g' ( « — 2A c«» Sj^ 

" " — B>— iAC " (A— C)Ì4-(B-2Aco.9)(B-2Coa9) ' 

AÌQsi ì'tquaUon aux carri» del ahtcistet esl 

(XLV) (B" — 4AC)ii — 4AHx' 

(B — 2A cos 9)'H' 

(A-C)' -.- (B— 2A co» 9)(B — 20 co» 

Celle aux carré» de» ordonnées est par con»éqaent 

(XIVI) (B" -4AC)y« — 4CHy' 
(B— 2Cco«e)"H' 



= 0. 



(A— C)*-i- (B— 2C cos9)(B— 2A cosi 
Ces équations donncut 

H 



= 0. 



(XLVIl) 



-4AC 



2A(A— Bcos5-t-C)-.-B' - 4AC±2A|/ [(B'— 4AC)8in'9-i-(A— Beo» 9-hC)'] 
** ±1/[(B' — 4AC) Bin"8 -,- (A — B cos!)-.-C)"] 
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_ H 

~ B'— 4AC 



, 2C(A-Bcos9-i-C)-HB'-4AC;ts2C|/'[(B'-4AC)«iii'8-^(A— Bco8e-t-C|'l 
S=l^[(B" — MC)sin"9 -^(A — B co» e -t- C)"] 

ponr les coordonnées ies SQminels de la section coniqne à 
centra. 

Lorsque les axes des coordonnées aont rectangalaires les 
éqnations quo nous venons d'obtenìr se sìmplilient et de- 
Tiennent 

1 (B'-4AC)j^t-4AH«'- *^ 



B'-t-(A-C)- 
(XLIX)|< 

((B--4AC)y._4CHy--gr:^jp = 
H 



B"-4AC 



(!.)< 



2A(A-t-C)-i-B-— 4AC±2Al/'CB'-4AC-.-(A-i-C)'] 
"* =!ri/lB"— 4AC -4- (A-4-C)'] ' 



»" = 



H 

B"— 4AC 



2C(A-i-C)-.-B'-4AC±2Ct/'[B'— 4AC-<-(A-<-C)'] 
^ =fcp/[B'— 4AC-^(A-<-C)"] 

Dans toutes les Taleurs, qaì coocernent Ics coordonnées des 
sommets, Ics signes des radicaujL corréspondent aux signes 
de mème place dans les valenrs de m e de R'. 

21. Carré de Vexcéttlricité. 

Les coniques à centro ont deux systéme do fojers: dem 
fo^ers réels et silués sor le grand axe, ou sur l'ase trans* 
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Verse de la courbe, suivant qae ce ite demiére est une eU 
lipse ou une hyperbole; denx autres fojere, toujonrs ima- 
ginaires, corréspondant k l'autre axe de la ligae du second' 
ordre. A ces deux aptémes de foyers répoadeut deax ex- 
centricités, dont la seconde est tonjoars imagìnaire , ainsi 
qne deax systémes de directrices, dont les deux dernières 
sont conslamment imaginaires. Les deux excentricitès sont 
données par la formule 

c' = zh(R'^ — R'"). 
En } rempta^anl R'> et R"' par leurs valeurs (XXXVIII), 
on oblient 

4H 
(LI) c"==i= X|/[B'— 4AC)sin'g->-(A-BcQsg-4-C)]' 

pour les carré» dea deux excentricitès. 

Lorsque les axes des coordonnées sont rectangulaires j 
ces valeurs dcTÌénnent 

(LII) e' = ± jr^^ X p^[B--4ACHA-*C)]" 

22. Coordontiies des faytrs. 

DésìgDons en general ces coordonnées par a, et p. Nons 
. avons les proportions 

d'où noa» tiroos 



Or la relation (XXXIX), qui précède , pouvant se nettre 
sous la forme 
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Rempla<;ant — par sa valeur (XXXVIIl)» nous trouvon* 

A-C-H(B-2Acoi8)co88=bt^[(A-C)'--(B-2Aco»9)(B-2Cco»9B 

et de méme par analogie, 

2H 



(LIT) 'S'==5j. 



C-A-^(B-2CcM9)ci)àfefcl^[C-A)'-i-(B-aCcòi9KB-3*c«»g)l 
** - «i»'9 ' 

poar les coordonnées des qnatre foyers de la sectìoD co- 
mque. 

UepréaeDlOQs par d:; a' , :f* ic" les «bscisses des qaatre 
foj'ers , par zi: ^' , zi: ^' les ordonnèes corré8|>oiidaBies. 
Les Talears précédentes neos donoent 

„ _ 4H A — C 1- (B — 2A eoa 6) WS » ,■ 

" "^ B" — 4AC ^ sin" 9 ' 

, ,,. _ 4H — (B — 2A co» 6)' H 

~B' — AC** (B' — 4AC)sm"9 ' 
Noos en déduisoos , psor conséquent 
(LV) (B'— 4AC)siii'9.«'->-t|;A— C-*-(B- 2At;os9)cos9]Ha" 
4(B — 2A cos 9 



B'^4A0 
pour l'éqaation aux abscisses des foyjers. 



= 
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L'équation aux opdoaoées des quatre foyers est de mème 

(LVI) (B'— 4AC)iin'S.j31— 4[C- A-.-(B-2Cco»S)cos8] H/3" 

4(B— lìCeaiSj'H' „ 

B" — 4AC ~ 

Si les axes des coordonsées sont reclaujjalaires , les qaa- 

(re équations pricédentes ae changent en 

(LVII) 

Ì(B' - 4AC)«< - 4( A-C)B.- - JS^J^ =0 , 
Inaui 
(B- - UC)^« - 4(C- A)H/3- - g._^^ =0, 

23. ^ywad'on» de» direetriees. 

La directrice perpèBdicukÌM à l'aie «'y — y'iXssO, et 
^i corréspond am sowMét ai', y' eit néceaaùrtmettt r6pré- 
s«Me par aae iquatjoD de la foroM 

(13) ar-'y - y"j; -^ X = 

où le terme indépeùdaDt i est k troHver. 
Poar détérminer k, noas remarquerons que la distaoce 



'"' ^(a;"» -^ y'" -^ 2a:'y'cos 6) R" 

du centre a la droite (13) est egale à 
R" 

Egalaat les deax ^na&tités (U) et {15) noos tiwuroBs 
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(LIX) ,-y_J,"^^_-^=0 

pour l'équatioD de notre diractrice. 

L'équatien de la dìreclrke parallèle sera de m^me 

(LX) ^y_j,"a:-!^!^==0; 

de sorte qne 

(LXI) (.",-A)--5^^ = 0; 

est t'équatioD aax directrices perpendìculaires à l'oxe 

a^y — y"x =0. 
Oh verrail de mème qae 

(LXll) ^^■y-y■^)• -^1^=0 

est l'éqaatiotk anx directrices perpendicùlaires & Vaxe 
x'y — y'x = 0. 
24. Ditmtitrts conjuguét de VtlUpie. 
Dèsignous par n' le coéffieient angalaire et par a la gr«ii<- 
dear de I'ud de ces d«mi-diamètre9. Puisque 2a'=£"-i~R'" 
l'équatioD (XXXVI) du n." 18 nous donne immédiatement 
a(A — B cos g -t- C)H 
* B* — 4AC 

Poar aTpir n, soient x, y )es coordoanées de 1' extrémité 
de a; nons avons d'abord y = nx, pnis 

y" -+- x' -4- 2xy cos $ ^a' ; 
nous en tirons 

* ™ 1 -+- o' -I- 2n cos 9 ' * ~ l_+-B*-4-2n cos 9 ' 
Si uous mettonft ces valeurs daos l'équation (3) de l'ellipse 



(LXIII) 
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nous obliendroDl la relation 

(16) A„.-pB.-^C JL^o 

à l'aide de laquelle il nong sera facile de delerminer n. 
£d eOet cette éqaation dous donne 

(17) (Ao' -1- H)»" -^ (B«" -1- 2H cos 9)» -i- Co" -t- H =0. 

et, en rempla^ant a" par sa valear (LXIII), 

(LXIV) t2A(A — C)-^B(B — 2Aco«5)>' 

-I- [A(B — 2C cos S) -^ C(B — 2 A cos 6)]» 
-*■ [20(0 - A) -^ B(B — 2C cos 6)] = 0. 

Colte équalion donne les deux directions, ou les equations 

des denx diamètres coDJugés égaux de l'ellipse. On en dé- 

dnit facilement 

— A(B-2C cos 9)_C(B-2Acoj9)±V/'[4AC-B"] 
,,_„. X 1^[B' - 4AC)Mn'e ^ (A-BcoiS -- C)'] 

* ' "~ 2A(A — C)-^B(B-2Aeos9) 

„Xy,. „ 2C(C-A)-^B(B-2Ccos9) 

^ ' - A(B — 2C cos 6) - C(B -2A cos 6) 

=hI^[4AC-B'](^|:(B'— 4AC)sin'e-K(A-Bcos9-»-C)*] 

25. Angle des diamètres eonjìiguie igattx de Vellipie. 

Kèprésentons cet angle par U. Le parallélogramme con- 

struit sur les diamètres etant égal au rectangle des a&es ; 

nous avons, en vertu de (XXVVI), 

, ■ ., „,„» 2H sin 9 

a'sin U = B'R" = — r —, . 

1/(4AC-B') 

Bemplai^anl o" par sa valeur {LXIII), il nous vient 

(LXVII) sinU="°°l^'^^C-B-) 

' ' A - B cos 9 -)- C 

pour le siaus de l'angle cherché. 
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Le cosinus du m£me angle est 

(LXVIII) e^u^t^CC- -^CH" MA-B e. 9 ^-fl 
' ' It — B tot S 1- C 

d'où on dèdnit ptmr fa tangenle 

/i-riTi . T, sin S^^(4AC — B") 

(LXIX) tangn ° ^^^,. _ m;, ,;„., ^ (A-g ,„. 8 ^)-] ' 

26. Equation» det asymptotei de i'Ayj»erÌoi» (l). 

SnpposoDs d'abord que 1' an au msios des carrés des 
deus vambles se trouT« daos réquatioD de l'hjpérbole, et 
que ce soit le carré de y ; dans ce cas A n'est pas noi. 
L'éqtiation de la courbe pent alors se mettre 8«us la forme 

(18) (2Ay ^Tix^ D)* — (B* — 4AC)iC« 

— 2(BD — 2AE)a: ~ (D' — 4AF) = . 
Posons 

f(x) = (B» — UCK -i- 2(BD — 2AE)a: -*- (D* — 4AF). 

L'èquatioa (ì) étant celle d'une hjperbole, B"— 4AC esl 
différent de zero, et po$ìtif> fipc) peut donc s' exprimer en 
fonctìon de f'{x), c'est-ji-dire que 

( BD — 2AE)' - (B- - UC)(D' - 4AF) _ 
"*" B' — lAC ~ 

ou 

^.) =[«,^(B--4ACK ;^B^)]'- **«=»' 
de sorle que l'équatìon de la courbe sera 
(LM) (2A,-^Bi-hD*^i^(B--4AC)-^ i^(B--4AC) ) 
x(2A,^B«^D-.K(B--4AC) -^2_^^) 
= — 4AH. 
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Les deux éqaations dcs as^ptotes sout donc 

(2A»^B-K(B--4AC)].*D- ^^^ ■ 

27. Puissance de Vkyptròoie. 

La puissaaee de l'byperbole est é^ale à 



Mellaat i h place de B", et R'" leiurs valears (XXXVll), 

OD trouve qoe celle puistauce est exprimée par la quan- 

titi 

,,__.„, Ht/-C{A - C)' -^ (B - 2A cos g)(B - 2C co8 g)] 

(LXXU) B» - 4AC • 

28. Forination de Viquatton aux aaytnptoles de Vhyperboìe. 

Multiplions entre elles, membre à membre les deux éqaa- 
tioDs (LXXl) des asjniptoteB de l'hjperbole (1); nous oble- 
nons 

A,- -^ B», -^ Cx- ^ Ds -^ Ex - i51^^1r^=0. 

Le tenne (otat conou, d'aptés (II), est égual a F — H. Il 

TÌent donc 

(LXXllI) Ay'-^Ba:j,-*-Cic"-^Dy-^-Ea:-t-F-H=0 

^HT l'éqoation anx asymptotes de l'byperiwrfe (IJ. Nmis 
TOjons ainsi qu' on obtient Véquation aux asymptotes de V 
hyperbole, en Tetranckanl, du premier menUtre de Véquatiott 
de Ui eourbe, h terme tout connu qui (ournit la translation 
de Vorigne des eoordonnées au cenlre de Vhyperboìe. 
"Soìis avons aussi 
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l'équation aux asjrinptotes de l'hjperbole est donc- aus»i 

(LXXIV) As--+-B»y-^Ci"-H-J)(!,_|)-^E(a!-|-)=0. 

On ¥OÌt doQC que : Pour avoir Véquation aux asymptotes 
de Vhyperhoh , il tuffit de diminuer le» premier» puissance» 
des variaÒh» de» demi-coordonnies du centre et de »upprimer 
le terme tout eonnu, 

29. Angle de» asymptotes de l'kyperbole. 

Pour avoir cet angle, dous aurons recours à la formule 
(10), qui donne la tangente de l'angle des deux droites 
y = m'x , y = m''x. Les équations (LXXI) des asjmptoles 
nons donnent 

-B— t^(B' — 4AC) , _ -R^K(B'— 4AC) 





2À 




2A 






d'où nous tirons 










„ , — 


-l^(B'-4AB) 


,, , c 

°"»=A' 


i»"^-m' 


= - 


B 




A 


A 


Substituanl 


ces Yaleurs dans 


(10), non» 


trouvons 


que 




(LXXV) 


"'^--'-È^^^- 


-4AC) 






et par suite, 










(LXXVI) 


sinW= 7-. ^ 


.inSK(B" 


-4AC) 




_ 



(LXXVII) cosW = 



l/[(A-C)"^(B— 2Acose)(B-2Ccose)] ' 
B cos9 -1- C 



l/[{A_C)'-^(B-2Acos«)(B-2Cco!ie)]' 
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CALCUL DES EXPRGSSIONS GÉNÉRALE8 

QUI DONNENT LA VALEVH DES DIVERS ÉLÉMENTS 

DE LA PARABOLE 

FAR GEOnCES DOSTOn 

Docteur é» eciences malhémaiiques, 
I^fesseur de inilhémitiques à Paris, 



1. Les éléments de la parabole sont le sommet et le 
foyer qui dètérmitieDt Vaxe et servent à trouver le parami- 
tre et la directrìce. Nona allons les calculer succéssivément, 
et , afip de simplìner les opérations, aoas metlrom l'éqaa- 
tion generale de la parabole sous la forme 

(1) /■{«, y) = (^y A.-.- 4^0* -.-Dy-+-Ea:-^-F = 0. 
Nous supposeroDS que le coélDcient du rectangle xy soit 
posìtif : si le coDtralre avait lieu, il sufTirait de changer le 
signe de [/'G dans toni ce qai sqìt. 

Nous admeltroDS, pour plus de generalità, que les axes 
des coordonnées soìent oblique» et inclinés entre eux d'un 
angle 6. Nous terminérons ce mémoire par la rechercbe 
des relations de condition, anx qaelles devront satisfaire 
les coéfficienls de l'équation d'une parabole, pour que l'o- 
rigine et les ax^s de coordounées aient des positions données. 

2. La forme de l'équation (1) met de suite en rclief 
quelques caractéres importants de la parable, 

Dans l'équation (1) se tronvent les premiers mentbres 
des deux équations linéaires 

(2) yl/A-^-iC|/^C = , 

(3) Dy -^ Ej; -+- F = 0. 
Tootes les droltes 
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paralléles à (2) ne cotipeBt chacuae U parabole qu'en seal 
point délérminée par le sysléne dea deqx iquations (4) et 

La droite (3) aussi ne rencontre la courbe qu'en poinl uni- 
que donne par Ics équations (2) et (3}; mais les lignes 

(5) Dy-f-E«-4-F-*-i==0 

paralléles a cette dnoite (3) soupent la parabole chactine co 
deux poìnts, dout lies coordisanée» aont foorowa psr les »y- 
stéjn£ des éqoalions (5) «t 

>i^A -^ n^C «» =ts |/"^l. 
Par csnséqueut la droite (2) est le diamétre de la para- 
bole issu de rorigìne des coordonnées, et la ligoe (3) est 
la tangente à U coqrbe, mené« par l'è^trémité de ce dia* 
mètre. 

3. Direction de Vaxe de la forabole. 

La droite 

Étant parallèle à l'axe de U coarbe, noas arons immédìa- 
tement, eu designant p«r &> et ai' iet incllnaisons de cet 

axe mt celai des abseisaes et celui des (vdoonèea 
„. , — sinfi.|/"C . , sen^.p^A 

^^ ^"^g^- ^^A-cosé ' i^ti ' ^"^'^ ^ i^C-cosét/V 

V " » A-i-C — 2co«ei/"AC-2(|/^A— coaSj/C)"* 

^ ^ * A-^-C— 2coi9t^AC— 2(KC-cos9KA)** 

et si les axes des coordonnées sont rectangulaires 
, , l/'C , 21/ AC B 



„Googlc 



(471) 

A.' Eguation de l'axe. 

Veut-oa avoir l'axc et U tangente an sommet ? Il snt- 
fìrà d' inlroduìre au carré de l'équatioo (1) nn terme X 
indépendant des varìables, et de détertniaer X de manière 
que les deux droites corréspondant à (2) et (3) soisat per- 
pendiculaires estrja elles. [.'équalion (1) devieot d'abord 

(6) (yl^A -.- «t^C ^ X)' -i~ {D - 2Xl/A)y 

-^ {E — aX|/ C)« -H. F - X' =. 
Les deux droites 

(7) yt/-A-4-a;t^C-^X = 0, 

(8) (D - 2Xi^A)y -^- (E - 2Xi/C)x -h F — X' — 0, 

derant Atre k angle droil, oa kt poar détérminer X , )'é« 
quation de cooditioa 

(/'A(D — aXt^A) -t- t/C(E — 2Xi/C) 
— [l^A{E-aXi/C}-Ht/^CKp^C{D-3Xt^A)]cose=0 ; 
d'où on tire 
^ .^1 D(t/"A-cog5t^C)-t- E(i/C— cosfl^/A) 

_ Dt/A -t- Et/C — (Dj/C ^ E|^A)cos9 
2(A^C — 2c05 9i/AC) ' 

oa encore 

^ ' a r U-^-C— acosfli^AC (A— C-3cos$i/-AC}V' 

et por suite 

<V1I) { 

_(E|/A-D|/C)(l/A-cos8t/C) 



fB - axi^c=\: 



-C — 2eo!6|/Ae 
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L'équalion de l'a^e est donc , 

,„ D(i/A— cosSl^C) ■+- E(i/'C — cosSi^A) = 
(YIIl) ,t^A-^.l/C^ "^ 2(A-!-C-2,LvAC) 

et dans le cas des coordonnées rectangulaires, 

,.X, ,KA.«^C.'^^=0. 

5. Méthode tré» rapide p»ur écrire mmédiateme»t, d fai- 
de des dérivées, l'é^uattoa de Vaxt. 

Soienl vi, m" les coéfficieots aogulaires de 1' aie et de 
la langeute a» sommet p, q; qous avom 

Ce» deax droites sont perpendiculaires entre elles; par con- 
séquent on à la relation de condition 

Dans cette ègualité rempla^ons p, q par les yariables cou- 

rautes x^ y; il vient l'équalioo 

(X) (l/'A — cosSi^C)/'', -4- (i/C— cosSi/A)^, =^ , 

qae je dis ètre l'équation de l'axe de la parabole. 

£n elTet cette équation, du premier degré, est satisfatte 
par les coordonnées p, q du sommetj par suite elle repré- 
sente une droite passant par le sommet de la courbe. De 
plus, comme 

/*y = 2Ay -^- Bj; -^ D = 2v/ A(yl/ A -t- ^lAC) -+- D, 
f^ = Bj,-^2Cx^E== 2t/C(yt/A -h- x\/^C} -^ E 
elle peut s'écrire 

2(A-+- C - 2cos et/AC)(yi/A -f-^i/C) 
-i-D(l/"A— COSCIA C)-HE(l^C-cosei/ A) = 
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ou 

yl/'A -.- «1/C-^ a(A^C-2co.6|/^AC) ="■ 

Elle représeD(e donc une droite parallèle à Faxa, done elle 
représeiue I' axe mAme de la parabole. Nons vojons ansi 
que : 

Pour avoir Vaxe de la paratole, il euf^l de remplacer dani 
la relation 1 -*- m'm" -t- {m' -t- m")cos S i= , m' et in" rd- 

I /Te r. 

epéctivément par — ■/ .7, — yf ■ 

Si les axes de coordonnées soni mclangnjaires v l'èqua- 
tion .de l'axe sera 

/',l/A-.-f.(^C-i=9. . 
6. E^ualioR de la tangente au lommet. 
Sì nous metCons Jlaiis (5),. à Jà. place de 
l)-2)il^A,' É — SXl^C 
el X leurs valeurs (VII) el (V) nous ti-ouvons 
(XI) (l^C — cos«l^A)j — (l^A — cosS 1/^0)37 

F(A -.- C — 2cos Sl^AC) 



rD( KA-cOi9|/C)-i-E(|/C— cos^l^A)]' 
■ 4|;A-.- C — 2cosei/AC)(Dl/C — El/A) 



=0. 



(XII) (i/C — cos6|/A)y — (i/A — cosSl/C)» 

4F(A-.-C-2cosg|/AC)-(D'-.-E'— 2DEcose | 
"^ 4(Di/C — El/A) 

( Dl/C - El/A)sin'6 
- "^4(A-f-C — 2cos«l/AC) 
pour l'équalion de la tangente au sommet. 
Animti di ScitnxeWat. e Fu. T. VÌI. luglio iS56 t» 
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7. Coordonnées du sommet. 

Le sommet est l'iiiteRectìoii dos dbux droiles (Vili) et 
(Xil); il sufflra donc de résoudre, par rapport k x el y , 
les équations des ces droites, pour avoir les coordonnées 
de ce poìnt. 

A fin de simplifier les calcais, oous prendrons les deax 
équatioQS éqniraleates (7) et (8) 

(D — 2XlAA)y -4- (E — 2Xl/^C)a! -^ F — X' = ; 

qui, ètant considérées comtne simuUanées , doaneot pour 
IcB coordonnées do- somaet ' .. . 

\ ^ Dt/C-EiTA '*'Di/C— Ei/ A ' 

(XIII) { 

/ — . ^i^c , J^^l^PL . ' 



OH, en rempla^ant X par sa valear (V) 



^ Bl/C — El/A 

(|/C-co»8|/^A)[ E (KC— tMieK*H-D(l/A— coi9i/C)l 
4(A-<-C— 2co«ei/AC)- 

DrE(|^C — cùsSj^k) -I- D(|/A — tosSl^C n 
4(A-^C — 2co»9|/AC)(Di/C— El/A) ' 
(XIV)< 

'^Ei/A — Di/C 

(|/^A-co89l/C)[D(|/A— cos9i/C)+E(|/C-cm9(/^A)1 
4(A -^ C — 2mis V AC)' 

E[D(|^A — co«9v<^C) ->- E(l^C — co»9l/^A)l 
\ 4(A -.- C — 2co! 5i^AC)(E|/ A - Dl^C) ' 
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«u bien 

F\/'X . E — D cos e 

■'"Di/C — Ei/A 4(A-^^-2cos9^'AC) 

D()/^A— c<aCl/C)-.-É(|^C — cos9^^ A) 
4jA-^C— 2cosei/AC) 

P _ (Di£C-El£A)i/Asm"9 

" tH/C-E\/X 4(A-t-C — a«»9K AC)' ' 



<XV)< 



I(/^C B — EcoiC 



., El^A — Di/ C 4(A-^C — 2cosSK AC) 

' ■ Eji/^C - c«88|^A) -*■ D(l^A — co«et^C) 
! :- . 4(Ai^-«f-2e|«sSt/rAC) 

\ " E^^A-n^C- ■ 4(A-^<] — 2io!iS(K'AC)"' • 

Si 'T'miulalHW de ruri^mf im mmwut de Jtt ]NirAAaJ«, 
Avaol dp 4iterniiner les «ooFdmpées .^u foferet J'^ 
quation de la diréctrice, traasportons l'origìae dal ooordoa- 
Dées aa sommet j>, 9 de la parabole. Sì nous remplaQons 
dans l'équation (1) ìes yariables per x -*- p , y -*- y, elle 
dìviendra 

-•- Dp -^ E} -•- F = , 
oa 

(9) (yl/A-*-«t/C)--.-yr,-*r, = 
atteodu que le terme toul coonn doit étre nul, puisque le 
point p, q appartient à la courbe. 

Dans l'équatìoD (9) il s' agii de rcmpla^er f , f par 
leurs vateurs. Or, en verlu de la relation (7) 
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et, par suite des valeurs {VII], Dons avons ; 

/", = 2A} -^ 2pi^tLC -j- D = %rk(q\rt^ -►- }KC) 1- D 
_ (DKC-El/AKl^C-cwVA) 

_U--!A|/A= j^^.c_2ji„5^ic • 

/•, = 2j>^AC -^ 2j)0 -1- E = 2l^C(}l/'A -4- jH/'C) -^ E 

-f „i,.r (EK A-D|^C)rA-eo.9|/C) 
~- -"-VI-- A + C-2eosfll^AC) ' 

Sobstitnant ces valeurs Jans l'éqaation (9), nous trooTons 
^V, ,^A..KC)-j^^££i^^ 

pour r éqaatioD dp la parabole rappoyfée à son sommet 
comme origìoe des coordqonées, . - ; - ' 

9. ValeuT du paramètre. 

Beprésentons ce paramele par ^P) et déngeons par Y, 
X les distandes respectiTés d'un poiot qaelotaqne x, y de 
la parabole à ra,xe ' 

yl/A-*-xl/'C = 0, . 
et à la tangente au sommet 

{^rc — co89j^A)y — {t^A — cqs$\^C)x ^ 0. 

Nous 9T0QS 

(10) Y' =t 2PX 

Or, il est aisé de voir que 

(yt/"A -t- xt/^C)sin9 



Y = 
X = 



l/(A-.-C--3coseiAAC) * 
(t/C — cosgt^A)y - (i^A — cQggtAC )a; 
-(^(A -^ C — 200851/" AC) 
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Metfant ces valears dans la relation (10) dous obteDoiis 
l'équalioa 

[7(A-^ C-2cos9Ì7AC) 

= 2PCi^C — cosSi/'Ajy — (l/A — vos$i/'C)cdì , 
ou . 

(yl^A -*- xi^O' = ??t(/"{A -*- C — 2cos5v^AC) 

X t(k"C — cOse|^A)y — (l^A — Cosei/'C)^:], 
qui, deranl étre ideutique avec (XVI), exige que I'od ait 

sin'fi*^^ *^ ' A-i-C— 2cos9l/^AC 

d'où I'od lire 

poor l'expression da paramètre. 
Gomme on ala quanttté 

A H-,C — Scosfli/'AC = (lAA — (AC)' -^ 2|/^AC(Ì — cos?) 

• = (i^A — |AC)'-k4sÌiì'|^AC, 

le dvoominateur de 2P est positif; si donc, ntfus stlpposons 
qae )'on ait 

Di/^C - Ei/'A > 
le paramétfe 2P sera positif. 

10. Coordonnéet du (oyer. 

Beprésentons par a, j3 les coordonnées Avi fojer rappof' 
té au sommet de la parabole comme orìgine des coordon- 
oéeg; par u, v les coordonaèes da méme poiat rappoi-tée^ 
k la méme origine que la parabole esprimée par l'équalioD 
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(1); nODS «vons 

(11) u=p -^a, v = q -1-^. 

Le fo^er a, ^ étant siine sur l'axe 

j( |/"A -*- x^C =0 , 
Ics coordonaées a , /3 satisfoot h celle équatioD ; ce qui 
donne 

« i_ , 

l/A l/C ' 

et, par suite, 

0^ /9' 2«;3 cos ' a' 4- i3' -»- 2«g co» 

T *° C "" — 2 cosSl^AC ~ A ... C — 2«oj9i/ AC 

«^ 

~16(A-^C — 2co89i/AC)' 
atleadu que -, 

■ :■ / p» "' 

a' -^ (3" -<- 2a;9 eoj 8 = — . 

On trouve donc, en ajant egard à la Tafeur (XVII), 

( " "" 4(A-.-C— 4oos«|^AC)i ~ 4(A^C — 2«os9l^ AC)' 

(BD — 2AE)»iii'9 
"^SIA — Bcos8-h-0)"' 
fXVIII)/ 

^ — aPl/^C (El^A— D|^C)t/C»iii'9 

' 4(A—C— 2co!9l^AC)l ~" 4(A-^<; — 2co88|/^AC)" , 

(BE — 2CD)8m'9 
~8(A— Bcos9-.-C)' • 

Sabsistunit G«9 expressioDt dana les èquations (ti), en te- 
nant compte des Talenrs (XV), nous obtenoiM 
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"=°Dl/C-El/-A. 

(l/C — cosSi/-A)[E(i^e - cosSl/'AJ ->- Dd/'A - cosV'C) ] 

-(Dl^C — iyX)t^A»m'C 

4(A-.-C — 2cos5i/'AC)' 

D(KA— co«a|/CH-E(KC-ca39t^A) D 



KAft/A— co>9|^C)-t-l/;C(|/C— co89|/A) 4(DKC-El/^A), 

tyc 

""Ek^A-Dl/'C 

ft/'A - cosVC)tD(l/"A — costll/C) -t- £(!/•€ — cósVA)] 
! ' 4(A-.-C- 2cos9i/AC)' 

4(A -t- C — 2cos9(/"AC)' 

_ E(i/^C— cosS^^A)— D(KA~«i»9|/C) E 

|/C(lAC-c<»V'A)-^l^A(|/A— C0!Ve)''4(Év^A— Dl/CJ; 

on, eD eOectaanl les rednctLODS aa namérateur des secoitds 
termes, _ , 

— tVA • E — D C03 9 

"~Di/C— El/"! 4(A-.-C— 2coJ!^/•AC) 
D(|^A— c8«9^/^C)-^>t:<^/^C— eo«9K A) D 

VA(^'A-<»»«^^c)-^^^c(^'C-M•9^'A)'^4(Dl/c— ei/a)' 

_ ' F^^C D— Eco»9 

■ "^El/C— Dl/A . 4(A-^C-ai>oi«l^AC) 
E(l/C-co89i^A)-.-D(i/A— cos9(/^C) E 

" l^C(l/C-co5VA)-(-KA(KA— co«9l/C) ** 4(El/A— D>^C)i 



(XIX) 



oa encore 
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BF E 


— DcosS 




" 2CD-BE 


4(A- 


B tosS -^ C) 


D(B- 


-2Cco»S)-4-E(2C- 


BcosS) 


D 




A — Bcos9 -f- C 




'' 4(2CD-BE) ' 




BF 
" 2AE_BD 


D 

4(A- 


-Eco«9 
BccS — C) 


E{B- 


-2Aco«9)-i-D(2A- 


-BcosS) 


■ E 
''llaAE — BD)' 




A— Bcos9-^t 





(XXI) 



(XX)< 



Telles soDt les espressione généraies des coordonnées du 
foyer. On peut encore donaer à ees ?4leurs une forme 
plas sitnple, sì I'oq .a soin de réduire entre eux les deux 
derniers termes de chacune d'elles. On trouvera ainsi que 

l Fl/A (D'-E')t/';A-1^2D(E-Dcose)|/C 

"Bi^C— El/A 4(Di/C-EKA)(A-M:; — 2cosS(/AC)' 



_J}£C. ^ _ (E'-D')l^C-t-2E(P-Ecos9)|;^A 
°El^'A— Dl/0 ■ 4(El/ A-Dl/^C)(A-.-C -2cos9|/ AC) ' 



(D'-E')B-4CD(E-Dcos9) 



(XXII); 



"2C0— BE 4(A— Bc8»8-^ C)(2CD-BE) ' 

_ BF (E-— D')B-4AE(D-Ecos9) 

r ~ 2AE— BD ~ 4(A— Beo»*.4-C)(2AE-BD) ' 

11. EqaatiOR de la droite perpendiculairt à l'axe menie par 
le foyer, 

Cette droUe est parallèle à U tangente au sommel (XII) 
et passe par le point u, e ; elle est donc réprèsentée par 
l'équation 

(t/'C — co»8i/'A)i( — (i^A — cos9i/'C)» 
-.- (l/A _ cosS/C)" — (/C - cosSl/'A)» = , 
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od il sullira de mettrc à la place de u et v leurs Talenrs 

(XXI). Cette substitotion changera l'équation précédente ea 

(XXIII) ([^C — co9et/'A)y - (i^A — cos5i/C)x 

4F(A H- C — 2cosg|/AC) - (D' -«- E' — 2DEcose ) 
'^ 4(Di/^C— E(/A) " 

_^ (Dt/C — E^/A)ain '9 _ 
"*" 2{A -*- C — 2co95|^AC) ~ " 
12. Coordonnéei da pied de la direetrice. 
Représentons par a*, j3' Ics coordotniées du pied de Is 
direetrice rapportées au soóimet corame origine des coor- 
données, et par u', v' les coordoanées du méme point rap- 
portées à l'origine de départ. Nous avons 

(12) „'_p^«', ,'=,-^j3'; 

or on eait qne 
,__ (El^A— Dl/C)l/Asiii'9 __ (2AE- BD)8Ì ii'a 
" ~ " ~ 4(A-f- C— 2cosS|/ AC)' ~ 8(A-Bcos6-^C)'. 

P~ ^ ~ 4(A-:i- C— 2cos9/ AC)' "" 8(A— BcosS-^C)"' 
metfant ces valears, aitisi que celles (XV) da p et q dans 
t'équation (12) et effectiiatit les rétiuctions cooveoableSrOn 
(roure pour les coordonnées du pied de la direetrice 
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F(/'A E— DcosS 



"" D[/C- El^A 4(A -^ C — 2oos9i/ AC) 

(Pi/C — E|/A)|/Asiii'9 
2(A ^ C — 2co»«l/ AC)" 

D(KA— cii8S(/C)-.-E(v"C— cos6|/'A) D 



(XXIV)( 



4(A -1- C— 2cosSl/"AC) Dj/ C-El/ A 

Fl/^C D — Ecosfl 



El/A— Bl/C 4(A-^C— 2oos9l/AC> 

<Et/'A - n|/'C)t/C»in'9 ' 
2(A-.-C-2cosVAC)" 

E(|/C-co89|/"A)-^D(t/A— cosflKC) E 



4(A -^ C — 2«o»Sl/AC) El/A-B|/C' 



(BD— 2AE)sìd'6 



(XXV) ( 



2CD-BE 4(A_Bcos9->-C) 4(A-Bms6-*-C)' 

D(B— 2Ccos9)^E(2C— Bcos9) D 

4(A-Bco85^-C) " 2CD-BE ' 

BF D -EcoiS (BE-2CD)tin'9 

' 2AE-BD 4(A— BC0S9-.-C) ~ 4(A-BcosS-.-C)' 

E(B— 2Ac»s8)-hD(2A - BcosC) E 

4(A - BcosS -(- C) '^ 2AE — BD ' 

13. Equation de la direclrice. 
La direclrice est parallèle à la langente au sommet, en 
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mèrae (emps qn'elle passe par le pomt w', v', son éqnalìon 
est uonc 

(|/C — cos8l^A)j( — (t/'A — cos9l^C)a! 
-<- (l^A — cosSl/'C)»' — (l^C - cosSi^A)»' = , 
OD, en rempla^ant u', et v' par lears valears (XXIV) \ 

(XXVI) (I/O — (;o»9l/A)y - (j^K — cos9l/C)a; 

4F(A-i-C-2cos9|/^AC) -(P'-^E'— 2PEc°»9) _n 
"^ 4(DlAC - EKA) ~ 

OU I)Ì«B 

(XXVII) (B - 2Acos% — (2A — Bco«S)i . 

_^ 4Ar(A— Bc(n9-<-C)-(D'-<-E*-2DEco 89)A _ 

"^ BD — 2AE ' 

14. VaUur dts iivers itémsnti de ìa parabole dans le cai 

où les axet des coordonnies sont perpendieulaires. 

Poar des axes reclaugulairés il suflìra de faire 9= 90° 

dans les formules précédentea. Nous obteDOns ainsi 

f . \A^ B 2C 

.a„ga=_[/ - = __=_-.. 

(XXVIII) { 

I „ 2lAAC B 

( ""^ = c:rA = CT-A 

posr VintUnaison de l'axe de la paraòole sur eelui des aliscisset. 

(XXIX), :,^A^.^c^i^^^^ = o, 

poar Véquation de l'axe. 
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„iAr »,^» 4F(A^C)-(D-^E-) Dl^C-EtAA _ 

«,«», 1 » o. (D'-4AF-4-E"— 4CF)A BD-2AE_. 

(D'-4AF-i-E--4CF)C 2CD-BE „ 
2C, - Bx* 2CD-BE — "" 4(A^rc) =« ' 

pour l'iquation de la tangente au sommet : 

_ FlAA E (D|/C — E|AA)|/" A 

'"Di/C-El/A 4(A-^C) 4(A-^C)" 

_ D(Dl/A -t- ElAC) 
4(A -.- C)(Dl/ C - E^- A) ' 

_ Ft/ C P (Ei/A — D|AC)|/^C 

'^ £|/ A-D|;AC 4(A -►■ C) 4(A -►■ C)* 

E(E|/C -^ D|AA) . 
4CA -^ C)(EKA - Dl^C) ' 
ou, en réduisaat 

(Et/C^l)|/'A)|^C (E'-4CF-^D'— 4AF)|AA 

\'' ~ 4(A-^C) 
(XXXI)' 



'' 4(A— C) ' 4(A-^0)" ■ 4(Dl/C — Ei/A)(A-h-C)' 



_ D (D|/"A -^E|/^C)t^A (D'-4AF-<-E--4CF)|/'C 
e 4(A-^C)'^, 4(A -^ O' ^4(Ei/A-Dl/'C)(A-^C)' 



oo encore 



{r = i 



BD-I-2CE (E'-4CF-i-D'— 4AF)A 

■ 4(A-^Cf*'8(A^C)" 2(BD — 2AE)(A -i- C) ' 
(XXXII) ^ 

) _ D BE->-2AD (D'— 4AF-*-E"-4CF)C 

(' ~ 4(A-H-cr'8(A -^-C)'"^ 2(BE — 2CD)(A -<- C) 

pouF Uè eoordonnéee du eommet. 
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«XXIIll i-r - "t^C-g^^* BD-2AE 

(XAiUl) il- - j^_^ c)l/ ( A-H-C) "" (A^-C)l/ (B" -^4A') 

2CD - BE 



(A-.-C)l/(B"-^4C') 
pour la valeur du paramitre, 

E E'— lCF-.-P'-4AF i/A 

'^2(A-^)'^ 4;D(/C — EKA) "^A-f-C 



HXXIT) ■ 

P D'— 4AF-I-E-— 4CF 1/C 

* ~-2(A^^C!_"^ 4(?1/A-DKC)' "y^ 

D P'— 4AF-t-K'— 4CF C 

°^ 2(A-<-C) ""VTtBE — 2CD) '^XTÒ' 

pour Im eoordonnéei du foyer, ' 

Ì; D' -4AF-.-E'^4 CF DKC-El^A „ 
B. - 2A»-^ (D--4AF-^E--4CF)A ^ BD-2AE ^ 
», ^»»-, 2AE— BD ^2(A-4-C) ' 

pour la (fronte men^e ^ar/e foyer perpendiculairmtnt d Vaxe, 

I ,_ (Ei/C-i-D|/ AjKC E'— 4 CF-i-P'- 4AF |/A 
r~ 2(A-^C)' "' 4(Dl/C— El/A)~''A-f-c' 
(XXXVI) { 

/ , (D|/A-t-El/C)| /A D'-4AF-^-E'-4CF |/C ; 
r"" 2(A-.-C)' "^ 4(El/A — D|/C) '^A+C 
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ou bìen 

\'"'4(A-.-C)"'*' 2(BD — 2AE) '*A—C' 
(XXXVII)< 

l,_ 2AD-4-BE D'-4AF-^-E'— 4 CF C 
V 4(A-^C)''*' 2(BE-aCD) "a-^-C' 
pour lei coordonnies du pied de la directrice. 

' ^r. ri. D' ^4Ar-.-E" — 4CF „ 
,l/-C-^A^-^lj,j^^— _-j- =0 , 

iUTWiiiJ o/- n (D«-SAF-^E*-4CF)C 
(XXXVIII){ 2C, - B» -^ Bt:-2CD " = ' ? 

^*'' 2AE - BD r -" • 

po«r Viquation de la directrice: ■ - - - 

13.' Condition pour que l'origine dea coordonnééa toit et- 

tuée tur l'axe de la paraòole. .... 

Daiis ce cas l'éqaatioo (Vili) de l'»ie derra étre de la 

forme tny-i-iu;=0. Pour qu'il ea ebit Hinsi, il faut qne 

l'oQ ail 

D(|AA - cos^i/C) -^ BftTC — cosSi^A) = 

d'où l'on déduit 

IXXXìW £ — _ *^C — cosflt AA _ B - 2Acosg 
[XXXÌX) j. _ ^^ _ ^^^gj/j, g^jjgg _ y^ 

_ Bcosg — 2C 
"~ B — 2Ccos5 * 
poHr des axes obliques, et 

D_ l^C _ B _ 2C 

E~ i/A"2A~ B 
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(XL) BD -^ 2CE = BE -t- BAD = 

pour des axes recUngalaires. 

16. Condition pour gtie l'origine des coordonnéM tott ti- 
tuée sur la tangente au sommet de la parabole. 

Celle condition est moins slmple qae la précédeale; elle 
se dédiiit de l'éqaalion (XII) de ia tangente, qui donne 
mn ^ 0|/T - P(l/'A^wilt^C)-'-E(k'C-oo.flt/ A) 
' ' —'<" i^A(l/A-cos9i/CKl/C(l/C-cosei/A) 
pour des coordonnées riMìgnes, et . . 

. . A -H L 
pour des axes reclangulaires. 

.17. Contfiti^n pour yue V^rigitte des coordonnée» toit sitaée 
aur la, droite -me^ée par le foyer perven4Ì<^laÌremeRt à l'axe. 
Le terme tout conou de, f^yation (XXÌII) de cp.tle droite 
devra ètre nul; on devra donc avoir :, 

4F(A -^- C — BcosSi/'AC) = D" ^ E' — ,2DEcose 
_ 2(DtAC — EtAAfsin'fl 
A -*- C - 2cosei/-AC ' 
d'où l'on lire 

\p(\^X ~ cw9i/C) -.- Ed/'C -- cm9i^k)y 

*^""^ *^=— (A^C-2cosgKAC)' 

pour des axes obliques, et 

(XIIV) lr„ '"'^*-"'^'^Q--(DK C-EKA)- 



(A-C)' 
(D- - E')(A-C) -■- BDK 
- (A-^C)- 

pour des coordoiHés reclanguUires. 
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18. ConditiBti pour que l'origine des coor4onnies ioit située 
tur la diréeirice. 

Elle s'obtieot eH aonulanl le (erme conou de féquatioii 
(XXVI) de la directrice. On troave ainsi l'égalìté 

P'-^E' -2cos5D E D'-4^E'— 2DEcos g 

(XLV) «— A-+-C— 2cos5i/AC "" Am-<;— 2Bcos9 

ponr la relation detnandée dans l£ cas des ases obliques, 
et 



(XLVl) 4r^c- 

pour des axes reetaDgalaircsl - - i .1 . 

19. Conditions póur que Vorigine des coordonnées soit au 
sommet de la parabole. ' ' • 

L'origine se trouvant a ht'Tp'is stir'l'axe et sUr là' tan- 
gente au sommet, les deux éijuatibiis (XXXlX) fet ^Xll) 
devront ètre satisfaites en biéme lemps. ' ' 

]| viendra donc 

IXLVll) E ~l/À-co.9l/C' 
ponr les deux relations demandées. 

20. Conditions pour que l'origine dea coordonnées soit au 
foyer de la parabole. 

L'origine se trouTant sur l'axe, on a d'abord la relation 

D i^C — cose 1/ A _ 

E~ i/A — cosSl/C ' 

mais l'origine appartieni anssi à la perpendicnlaire menée 
à l'axe par le foyer. On a donc aussi ia relation (XLIII) , 
qne l'égalité (XXXIX) réduite à 

(Dl^C — Et/ Alsinfl 

(XLVUi) ^ii/f^L}L. yi. 



! 
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la relation (XXXIX) poarant s'écrire 

D —E 



l/C ~ cose/ A 1/ A — cosS^/ G ' 

OD en déduit 

D — E m^C—W'X 



\rC — cos^i/ A l/'A — cosSi/C A— BcosP-M-C ' 

Lea denx équalions de condition, qui précédent , revìeo- 

DÌeot doDC k 

y-, w-w» _._« ^^ D sinS — E sinfl 

d'ou l'on tire 

2F 



( sii 



^.^^(iX-C-cos^K-A), 



(L) 

2r 



et ponr les ases rectaagolaìres, 

D = =t 2Fi^C , E = :?: 2ri/'A. 
21. Cofldtftons pour jue l'origine dei coordonnées soit au 
pied de la direetriee de la parabole. 

Eties sODt exprimées par ies deax relatìons 
D l/'C— cosSlAA D' -i- E' — 2DEco8e 



E 


i^ 


A— cos9j/c ' 




A-HC- 


- 2cos6i/ AC 


qu'oD 


peut 


«orire 








(LI) 




D 




-E 


2l^F 


1/C 


-cosSl/A 


l^A. 


-cos5lAC 


"-^ sinS • 



Lorsque les axes de coordonnées sont réctangnlaires , ces 
relatìons deviennent 

annali di S«wn(« Jlfa(. tFù. T. VII agoUo ISSS. 19 
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d'où l'on tire 

(LUI) D'— 4CF=E'— 4AF=BD-^2CE=BE-.-2AD=0. 

22. Condition pour que l'axe de la parabole soil paralUìe 
à l'un des axes de coordonnées. 

L'axe (le la parabole sera parallèle à l'axe des abscìsses, 
si l'en à Ungu = 0, qui doane G = et, parsuÌleB=3=0. 
On en conclu qne 

Pour que l'axe de la parabole noit parallèle A V un des 
axes de coordonnées, il faut et il suffit que l'éguation de la 
parabole ne re n f erme Ui variable relative à cet axe don» «w- 
cun des terme» du second degré. 

23. Conditions pour que l'axe de la parabole se confonde 
avec Vun des axes des coordonnées. 

L'axe de la parabole se confondra aree l'axe des abscis-^ 
ses, s'il passe par l'origine et est parallèle à l'axe des x, 
Oq a ainsi les èquatioDS de canditions 

C = , D(i/" A— cose/ C) -^ F(l/^q-cosep^4), = Q ,- 
dont la prewj^a^ reduit U secoode à P == ficos?. On Toit 
donc que : 

L'axe de la parabole est ì'un d«s ffx^s de coordonmies^ ti 
la variable relative d cet axe manque dans les termes du se- 
cond degré, et si le coéfficient du premier degré de la deuxié- 
rne variaòle est nul ians le cas de coardoanées rectangulai- 
res et égal au coéfficient du premier degré de la première va- 
riable multiplié par le cosinus de l'angle des oxe dai^ le ctu 
d'axes abliques. 

Si l'ase de la parabole est parallèle h V axe des abscis^ 
ses, l'équation de la parabole se presenterà toujours sous 
Ift forme 

Ay' ->-f.(x-*'y cose) -!- F = ©. 

24. Conditions pour que l'axe de la parabole se confonde 
avec l'un des axes de coordonnèts, le somntet élant à l'origine. 
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Efle sont nécessairemenl exprinèes par les relation! 
C = 0, D = Ecos9, F=0 

dans le cas où cet axe des coordonnées est l'axe des x ; 
l'équaticHi de U coarbe devient alors 

Ay' -^- E(jr -1- y cosfi) — 0. 

25. Conditions pour que l'axe de la parabole soit paral- 
lèle d la bùectrice de l'angle des axe». 

Dans ce cas on a 2w=: $, ce qui reduit l'égalité (II) à 

A=C. 

Alnsi, pour que Vaie de la parabole soit parallèle à la it- 

teclrice de l'angle des axes, il faut et il tuffil que les carri» 

àet variables eoient ajfectis du méme coéficienl. 

26. Conditions pour que l'axe de la parabole se confonde 
o»oc la bissctrice de l'angle des axes. 

Si r axe de la parabole se confond aree I* bisectrice , 
l'expressioQ (V) devra encore itre nulle, ce qui fournit les 
relations 

À = C , D = -^ E 
qui rèduisseot l'équaliou de la parabole à la forme 
A(y -.- x)' -^- D{y — x) -+- F = 0. 

27. Conditions pour que l'axe de la parabole se confonde 
avec la bisectrice de l'angle des axes, le sommet étant d l'origine, 

Ces conditions sont nécessairement 

A=C, D = — E, F = 0. 

28. Condition pour que l'axe de la parabole faste avec 
l'un dea axe de coordonnées un angle donne. 

Cette condition est fournie par l'égalilé (II), qui donne 



sin(e— «) 



-a) r A 
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Si l'axe passe en qiéme temps par le sommet od aura eocore 

taDga Ei/'A 

iang(e — "^ ~ DiTc" ' 

29. Condition pour que la tangente au sommet soit parah- 
téle à l'un dts axts de coordonnées, 

L'équation (XII) fait voir qoe la Ungeate est parallèle 
à l'axe des y, si l'on a 

l^C = cos9i/'A 
dans le cas de coordonnées obliques, et 

dans le cas des axes réctangutaires. 

30. Canditions pour que la tangente au sommet « co»- 
fonde atee l'un des axes de coordonnées. 

Ces conditioDs pour l'axes des ordonnées soni evidem- 
ment exprimées par les denx équalions 
l^C — cosfllAA = , 

~ ^ ~l/A{KA-cosei/C)-.-l^C(l/C-co99i/A) ' 
doDt la première rédait la seconde à 

=t 2iAF = yr- , ce qui rerient à D' — 4AF == 

31. Conditions pour que la tangente au sommet se con- 
fonde avec l'axe des ordonnées, le sommet étant d l'origine, 
Elles sont 

[AC — cos^i/ A = 0, D=.0, F = 
de sorte que l'équation de la parabole peut s'écrire 
A(y ■+- X cos9)* -+- Ea; « 0. 
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TEOREMt INTORNO ALl' ATTRAZIONE DI ALCUNE SUPERFICIE, 

E SOLIDI OMOGENEI SOPRA UN PUNTO MATERIALE 

SITUATO SUL LORO ASSE. 

MEMOBfÀ 
DEL DOTT. B. SANTINI. 

IlfTRODUZIONG 

Un ponto materiale è attratto da uo corpo qualunque 
in ragione diretta della sua massa e nell'inTersa del qua- 
drato della distanza. Questo teorema, dovuto al gran New- 
ton {*), gli servi primamente di base nella celebre teorica 
della gravitazione universale, e quindi nel derivare alcuni 
teoremi relativi all'attrazione delle sfere omogenee sopra 
un punto materiale. Altri in seguito hanno in vari modi 
tolto a svolgere il medesimo argomento; ma ninno credo, 
si é occupalo dell'attrazione relativa a segmenti sferici, al 
cono, al cilindro. Questo appunto intendo fare col presente 
lavoro. E poiché , per ciò che concerne la parte anali- 
tica, non è al tutto privo dì simplicità e d'eleganza, stimai 
bene lo esporlo qual che ne sia l'utilità. 

SUPERFICIE SFEniGHB. 

Bappresenti AP (fig. 1.) la superficie di un segmento 
sferico omogeneo a due basi parallele. Essendo m un punto 
materiale situato sul prolungamento del diametro BD alla 
distanza qualunque Om dal centro, ed essendo a/' l'elemento 
di AF, può ritenersi che tutte le molecole di esso elemen- 
to attraggano il punto m dalla medesima distanza , e da 
tutte le parti egualmente. Per conseguenza detta A 1' at- 
trazione relativa alla zona finita AF , avremo per la zona 



n PhiI: nal: priDC. math. Lib. I, Prop. XI. 
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elementare af 

Am 



ove dm rappresenta la massa di af. Si dica R il raggio 
delta superficie sferica, e 5 la sua densità; avremo ancora 



(1) dA=2ftR5- 



dove k (essendo in D l'origine delle coordinate) rappre- 
senta la quantità costante Dm. 

Per integrare questa formola abbiamo per eqaazione «Ila 
circonferenza : 

y' = 2RaT — x* j 
e perciò 

la quale integrata fra i limiti x 6 k' avremo 
nRd 2a:(R — A) ->- A' 

^R-v-A * 2A'(R -F- A} -4- A^ ' 

Esteso quindi l'integrale fino ad 

a; = A' -+- m'n = k' -^p 
e detta h la distanza Om, risulta 

che é il valore finito dell'attrazione esercitata dalla zona 
AF sul punto materiale m. 

Per le zone ad una sola base o callolte ABC , LDF la 
formola testé dedotta somministra rispettivamente 
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, ■ nR3 , (B -^ *)■ 

, itRS , (H — *)■-!- 2p* 
A=.-^log— ^j— jj , 

Si p9iaa dnnqut dati' attr astone di una eaU«tta aW attratto' 
ne dtlla callotta stees9 rovesciata, st la (rmiotbe affetta dwl 
logaritmo n roveici del pari , ed ivi ti C9n§* il etgno ali4 
distanza del punto attratto dal ceMrp della tftra. 

Consideriamo ora il punto m all'origioe delle coordina-^ 
te. La forinola (2) diviene 

(3) A = ™81og'9^. 

Di qui Tiene che: una sona sferica a due ias* 9Ìtrae Ve' 
«tremitA del diametro come l'attrarrebbe un circola massima 
riunito nel centro e moltiplicato pel logaritmo iperbolico del 
rapporto tra la distanta che passa dal punto attratto alle due 
basi della sona. E fatto 

;, -H A' = 2R , 

si ottiene per la callotta ABC 

2R 

(4) A=»Slog^-g-_, 

ed accliìude un teorema analogo al preredente. Laotuld 
(ii) A = fr$ log 2 

è l'attrazione relativa alla superficie dell' emisfero. Allo 
stesso modo per &'=:;> l'equazione (3) risulta 
A = rti log 2. 

Il perché un punto materiale situato all'estremità del 4i<tme- 
tro di una superficie sferica, è attratto dal segmento tanto 
alto quanto distante dal punto colla stessa energia con che 
lo attrae la superficie dtlVemisfero. 
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Un'altra spedatila è pur compresa nella forinola (3). Essa 
dà per la callotta LDF 

A = « ; 

risultato consentaneo al ponto D, non all' intera callotta. 
Conciossiachè l'effetto infinito di A venga eliminato da un 
infinitesimo della superficie attraente. Il ponto attratto é 
dunque sollecitato da LDF con forza finita. jPer determi- 
nare questa fona vuoisi ricorrere al secondo teorema new- 
touiano ed alla nostra formola (4). Avremo pertanto 

Resta a dirsi del punto attratto situato in m'. A (al uo- 
po è forza ripigliare la formola diOerenziale (1) che in 
questo caso diviene 

dA = 2frK3^ f"" ,,, , 

y -4- (JT — A) 

e tuttavia importa un processo analogo d'integrazione. Ec- 
cone dunque senza più il risultato 

,6, A=l5i,og21=Ì^. 

Attrazione dovuta alla zona AF sul punto tn'. Che se il 
centro della sfera é fuori di AF ed il punto attratto verso 
questo centro, ha luogo lo slesso fenomeno che nel rove- 
sciamento di ABC (pag. 295). Si ha cioè 

(7) l,= -hg-^-———. 

Queste due ultime equazioni applicate alle callotte ABC , 
ADC danno per ambed uè 

*= -T '"«ir:*' 
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ciò che bene risponde al primo teorema newtoniano che 
come caso particolare si contiene nelle due ansidetle equa- 
zioni. 

Esso teorema è relativo all' equilibrio di un panto co- 
munque posto nell'interno di ana superficie sferica omo- 
genea. Trattandosi invece di un suo seifmento, a .qnale al- 
tezza sull'una o l'altra baae troverà equilibrio il punto si- 
tuato interoameote sul diametro della sfera ? Cade in ac- 
concio coDchiudere il paragrafo con questa ricerca. Per 
maggior semplicità supponiamo che trattisi della zona HC. 
Le formolo (6) e (7) ne somministrano 

B -•- A R — A ,^, 

R'— A' ~ R'-4-A* — 2yA ^ ' ' 
d'onde viene 

altezza richiesta alla quale il punto attratto si libra. Que- 
sta semplice formola ci avverte che per ; = R , ossia 
quando AC divien l'emisfero HDl, 1' equilibrio del punto 
attratto ha luogo in D. Inoltre esso il punto v'insiste con 
certa forza; ciò che avviene in qualunque zona ad una so- 
la base, come si ricava a priori dallo stesso teorema new- 
toniano testé rammentato. Ma la forza d'insistenza rimar- 
rebbe nella oscurità se' non venisse all'uopo la nostra for- 
mola (4) , dalla quale s' inferisce che un punto materiale 
insta al fondo di una xona sferica ad una sola base con for- 
za pari all'attrazione che subirebbe dalla xona completnentaria^ 



l'i Si tjotì che q rappresenU 1' alleila noU dellf superfìcie al- 
tneale, e per ciò atesKi q es p -f- a. 
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SOLIDI SFERICI. 

A schivare le difficoltà di una Innga ed impacciata iit- 
tegratione considemmo il punto attratto in D. Prima di 
stabilire la forinola differenziale analoga alla (1) è neces- 
sario conoscere 1' attrazione che la minor base del solido 
elementare af esercita sol punto D. A tal'effetto conside- 
liamo quella base come risultante da una iafioità dì cir- 
conferenze coacentriche. Il perché, se ip è l'attrazione do*^ 
Tula all'intera base, ed a la distanza costante tra il cen- 
tro dì essa ed il punto attratto, avremo 

espressione che integrala, somministra 

9> = rS log(y' -•- <»') -^ C. 
Da cui 

« per* 

m 



C= — rtJ log a' 



che é il valore lìoilo dell'attrazione con che k base mi- 
nore dell'elemento solido af sollecita il punto D. Avremo 
dunque poi tutto l'elemento 

(9) dA = Ttd log ^^^dx : 

ar 

che integrata fra i limiti 

X = k' , a: =s A' -t~ j) 
risulta l'attrazione del segmento AF 

. r, (2R)'' k'»' -1 
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Fra tutte le forinole speciali che possono trarsi da que- 
sta generale quelle relative all'emisfero merìtan solo alcuoa 
considerazione. Esse ottengonsi con 

;, = R , A' = ; p ^ A' = 2R , A' = B ; 
lo che importa 
(10) A = nR3(l -H log 2) , A = 7rRd(l — log 2). 

Se De inferisce 

1.* che gli ettrtmi del diametro sono attratti dalVemitfero 
come Vattrarrebbono i suoi '/, riuniti nel centro e moltipli- 
cati per la somma o per la differenza tra l'unità e il loga- 
ritmo iperbolico di 2, 

2." che le attrazioni di due o più diversi emisferi eser- 
citate come sopra stanno fra loro come i raggi. 

Se il punto attratto giace in O, si redc a ^tort essere 

A = 27tB5. 

Sicché l'emisfero tanto attrae il eentro guanto la sfera Ve- 
stremità del diametro. Ciò risulta , comparando la somma 
delle equazioni (10) con quest'ultima. 

SCPEIlVICIE COniCHE. 

Sia EG no tronco di superficie conica retta e D il punto 
attratto. Avremo per l'elemento eg 

Detto a l'angolo EDn , l'equazione superiore addiviene 

dA =n5 sen 2« —, . 
Ed integrando 

A ■= n5 sen 2« Iog(ic -i- A) -+- C. 
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G = 7r3 sen ì« log k , 

e per X = p 

p-^-k 
A = jr5 sen 2« log ^-- r— , 

attrazione richiesta di EG sopra D. 

Dal confronto della foroiola ora desanta colla (3) emerge 

A : A' :: 1 : sen 2ffl. 
Quando a -t- 45° , come nella fig. , le due attrazioni non 
pure si eguagliano, ma quella relativa ad EG giunge al 
maximum della sua energia. Allora dalla equazione supe- 
riore si deduce che la superficie di un tronco di cono a lati 
eguali rettangoli attrae la sommità come l'attrarrebbe qualun- 
que circolo concentralo alla distanza di un raggio dal punto 
attratto e moltiplicato pel logaritmo iperbolico del quoziente 
tra rattezza del cono e quella complementaria del tronco. 
Inoltre, appellando a ciò che è stato detto a pag. (295, e 
298) (equazioni (5) e (8) ) essendo m'n = Dm', le quattro 
diverse superficie EG, AF, HI, HBI attraggono egualmente 
il punto D. 

SOLIDI GOFtlCf. 
La formola (8) adattata al caso nostro diviene 
51= 27t5 log. sec. «. 
E poiché può sempre prendersi l'altezza Dn ^ i , avremo 
(fatto il lato ED = Z) più acconciamente 

fi = 2n3 log l. 
Dunque tutti i circoli compresi in un cono retto attraggono 
egualmente un punto materiale posto al vertice (*). Laonde 



(*) Questa verilì poteva anca durivarai a priori, avuto riguardo 
■Ila uatura parliculare delle coordinate coU'origine al vertice del cono. 
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e CODO e tronco attraggono quel punto colle forze rispet- 
tive 

A = 2n3p log l , A' = 2n$p' log l. 

Ondeché l'altrazione delVun solido e l'altro sopra il vertice 
del 1." agguaglia la massa di una circonferenga avente per 
raggio V altezza del 1.° o del %' moltiplicata pel logaritmo 
iperbolico delVapolema. Di più fra il cono, il trouco ed un 
loro circolo qualunque si vede a colpo d'occhio esistere ì 
rapporti 

f : A : A.' :: ì : p : p'. 

SUPERFICIE CILIITDRIGA. 

Rispetto alla superficie in discorso la formola (1) si can- 
gia in 

Per integrare questa equazione poniamo B = 1 , ciò che 
può sempre farsi; allora 

A = 2j:3(arc. tang. =«)-•- C'. 
Con X = k 

C = — 2jr5{arc. tang = k). 

Onde, esteso l'integrale fino nd x=p-i-ky ottiensì per 
la superficie cilindrica 

A = 2jt3(arc. tang = p -i- A — are. tang ^ *). 
Se il punto attratto giace al centro della base 
A =:2n5{arc. tang =p). 

Vale a dire che Vattrasione di una superficie cilindrica so- 
pra il centro della base viene espressa dalla sua massa mol- 
tiplicata per Varco la cui tangente è l'altezza del cilindro. 
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CILINDRO SOLIDO. 

Abbiamo dalU equazione (9) 

dA = rt3 log , — dx . 

ore supporremo B ^ 1 , e quindi integreremo fra i limiti 

e rappresentando per — P le quantitji affette da) segno 
meno, avremo per la richiesta attrazione del cilindro 

A = rJ [(p -^ i) log ^ ~r^^ì — P-^-2arc. tang=;)-.-*]. 

Pel punto attratto giacente al centro delia base scompa- 
iono k e — P 1 e per p ^= ì scompaiono eziandio i segni 
logaritmico e trigonometrico; cioè si ka prossimamente 

Laonde wn cilindro d'ahesxa pari al raggio attrae il centro 

■27 ■ 

della base come V attrarrehbono i ,-- della sfera che avesse lo 
16 ' 

stesso diametro del cilindro e si riunisse nel centro della base 
opposta al puntò attratto. 

Questa pocbe tracce sono appena l'abbozzo dì una teo- 
ria che sembrami poter costituire una importante parte 
della meccanica razionale. Dì qui l'opportunità che i ma- 
tematici procacciassero di darle miglior seattt , o maggior 
ampiezza a somiglianza di quanto, non ha molto , é stato 
fatto rispetto a'centrì di gravità per opera segnatamente del 
chiarissimo prof. Barsotti. 



(') È da noUrsi che log. 3-1-9 0>£=a,S6 39 JU, il par«bè 1« qiuib- 
liti trascendenti si riducono alla Traiione — colla dilTerenza dal vero 
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EUL pniKCfPio DI recippocita' nella teoria delle forme. 
?iOTA 
»EL US. PBOV. VBAJtlCESCO BBIOSCBI, 

1." Eulero, nelle sue ricerche sulla partizione dei nume- 
ri, ha dimostrato, cbe il numero dei modi in cui un nu- 
mero s può essere formato da una somma di r termioi 
della serie 0, 1, 2, ... n ; (supponendo che ciascun elemen- 
to possa essere ripetuto un indefìnito numero di volte); è 
egiLale al coefficiente di x'x'' nello sviluppo della espres- 
sione : 

'•' ^ = (1 -zì{l-xz) ... (i-^.T ■ 

Supponiamo : 

Z = 1 -^ A,2 -^ A,2' -<- A,j' -*-..., 

cambiando la i in xz si ha : 

(1 - x)l = (1 — 3;-+'z}(l -4- A,a;x -i- A.eV -f- ...) 

per la quale : 

A,(l - ,-) = A,.,(l - »-*■) 
e quind) : 

Suppongasi I 

.^l) = 1 -^ C.i -<- Ci" -1- C ai' -*- .... 
si avrà : 

^'(ìt) _ C, -<- 2C,J — 3C »' -<- 

ed indicando con /^o;) , 9(:c) il numeratore ed il dcnomi- 
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Datore ài ip{x) si avrà anche : 

t(«) rt«) t(») ■ 

Siano fUt » K] .... le radici dell'equazione /(x) =: , e ^i , 
/Sa . . . quelle della ;i(x)^ ; pongasi : 

_ 1 1 1 _ 1 _ 

si otterrà : 

.^^T-— = I, -t- 8,a -+- «3» -*-... 

il quale valore posto a confronto col superiore dà luogo alle 
C, = », 

2C.-.C,., -<-s. 
3C3 ^ CjSi -t- Ci«2 -<- J3, ec. 
dalle quali si dedurrà : 

, — 1 

. 1,-2 



C,= 



r(.--i) 



./*\ 



-(•■-1) 



TÌsibite esattamente per k, ed è egnale a k nel caso con- 
trario; rammentando le note proprietà delle radici delle 
equazioni binomie si troverà facilmente che : 



-E 



-'-HI 
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per mezzo della quale si otterranno ad un tratto i valori' 
Bumerici deUe i, , s, . . . . 

Si osservi che il valore (2) di ^(x) si può anche porre 
sotto la forma: 

«' (1-xM1-t")....(1-^-) ' 

e siccome evidentemente questa espressione sarebbe il coef- 
ficiente di x" nello sviluppo della : 

l 

(1 _ x){l — XZ) (\—3fx) 

siamo condotti al seguente : 

Teobeha 1.* Il numero dei modi in cai un numero » 
può essere formato da una somma di r termini della serie 
0, It 2, .... n è eguale al numero dei modi che il mede- 
simo numero può essere formato dalla somma di n termini 
della serie 0, i, 2 ... r. 

2." Vogliasi ora mediante gli elementi a^ , a, , ... a„ for- 
mare una funzione omogenea del grado r ed omogenea in 
indice dell'ordine i. Il numero dei termini di quella fun- 
zione sarà eguale al numero dei modi nei quali il numero 
s può essere formato da una somma di r elementi , ripe- 
tuti no, della serie 0, 1, 2 ... n ; e quindi pel teorema 
superiore ne risalta il : 

Teorema 2." Una forma di grado r ed omogenea in ìn- 
dice dell' ordine s composta cogli elementi a„ , a, , ... a„ 
cousta di un numero di termini eguale a quello dei ter- 
mini di una forma- di grado n ; omogenea in indice dell' 
ordine s e composta cogli elementi a^, a, . . . a,. 

La proprietà contenuta In questo teorema é quella che 
denominiamo principio di reciprocità delle forme. Per esem- 
pio considerando l'equazione del quarto grado : 

a^x^ -»- 0,3;^ -i- a^x^ -H a ;a; -I- 04 = 0, 

Annali di Sciente Mal. e Fa. T. Vìi. agosto 1858. 2I> 
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ed indicando con x^ ^ x^ , x^ , «4 le radici; è noto che la 
funzione stmmetrica Ix^x x'2 Xì sarà del (orzo grado ed 
omogenea in indice del sesto ordine; si avrà qtundi : 

'— M?)-"^{3-)-^(5-)-Ki')-^(") 
per coi : 

(, =s 1 , (, = 3 , a,i = 4 , *( = 3, «5 = — 4, *6 = 
e : 

cioè il numero dei termini della funzione dei coefficienti 
equivalente a quella funzione simmetrica sarà cinque. Quin- 
di pel principio di reciprocità sarà pure cinque il numero dei 
termini della funzione dei coefficienti equivalente alla fun- 
zione simmetrica 2 x^i :%% formata colle radici x, , JCj , xj 
della equazione del terzo grado : 

a^x^ -t- a,x^ -t- a^x -1- «3 = 0. 

S." Supponiamo che la forma di grado r ed omogenea 
in indice dell'ordine a debba soddisfare all'equazione : 

(3), «.l-^2«,i--.....-.»«,.,i-=0. 
' ' da, da, aa„ 

Questa servirà a determinare un certo numero di coeffi- 
cienti numerici della forma medesima; il qual numero sarà 
evidentemente eguale al numero dei termini che si otten- 
gono operando , sulla forma che si considera , col primo 
membro dell'equazione superiore. Ma la funzione risultante 
da questa operazione sarà omogenea di grado r , omoge- 
nea in indice dell'ordine <— 1 , per cui il numero dei ter- 
mini della medesima sarà C,-, , ed il numero dei coeffi- 
cienti che rimangono indeterminati nella formola che si 
considera sarà : 

H, = C, — C..,. 
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Se a quei coefficienti indeterminati si danno dei valori ar- 
bilrarj si potranno ottenere moltissime forme differenti fra 
loro; ma evidentemente di queste non saranno indipenden- 
ti che un numero H , essendo le altre l«gate ad esse per 
mezzo di equazioni lineari a coefficienti numerici. Questa 
importante osservazione é dovuta al Sig. Cayley. 

11 valore di B, si può ottenere senza calcolare a parte 
i valori di C, e C^, ; osservando che €,_, è ii coefficiente 
di x'-'x"" nello sviluppo della (1), oppure il coefficiente di 
x'x'' nello sviluppo della espressione : 



{1 — a)(l ~a:z) . . .{l— x^t) 
e quindi sarà H, il coefficiente di x'z'" nello sviluppo di 
\—x 



Per cui ponendo : 



. . (1 — jTz) ' 



(4),.=K(|)^.(^)^...^E(^)_(^^)-E(^J 



-E(i-) 
\n-t-rf 



r(^i) 



p. p-, 



-(»-i) 



Si consideri ora uoa forma di grado n ed omogenea in indice 
dell'ordine a la quale soddisfi all'equazione : 



d 
' da. 



'd«. 
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Pel principio dì reciprocità sarA C,-, il nomerò dei termiai 
della funzione risultante dall'operare col simbolo superiore 
sulla forma che sì considera; e quindi sarà H, il numero 
delle forme di qnesta specie indipendeati fra loro. 

i." Le forme conosciute che soddisfano all'equazione su- 
periore sono gli invarianti, i coefficienti della equazione ai 
quadrati delle differenze delle radici di una equazione qual- 
sivoglia, ed il primo coefficiente di un covariante qualunque. 
Per un invariante di grado r di una forma dell'ennesimo 

grado si ha : » = -^, per cui il valore di s non cambia per- 
mutando le r, n. Pel principio di reciprocità si avrà quindi 
che ad ogni invariante di grado r della forma dell'ennesimo 
grado corrisponde un invariante dì grado n della forma dell' 
erresimo grado. 

Pel primo termine di un covariante di grado { rispetto ai 
coeflicicntì, e di grado m rispetto alle variabili della forma 
dell'ennesimo grado si ha $ = Ì {nr — m) , il quale valore 
non muta permutando le r, n. Ora un covariante é determi- 
nato allorquando se ne conosca il primo termine ed il grado 
rispetto alle variabili; quindi pel principio di reciprocità ad 
ogni covariante, della forma dell'ennesimo grado, di grado r 
rispetto ai coefficienti, e di grado m rispetto ' alle variabili 
corrisponde un covariante della forma dell'erresimo grado , 
di grado n rispetto ai coefficienti e del grado m rispetto alle 
variabili, Questa proprietà degli invarianti e dei covarianti 
costituisce la legge di reciprocità scoperta dai Sigg. Sjivester 
ed Hermite; essa è manifestamente una conseguenza del prin- 
cipio di reciprocità, 

5." Consideriamo una funzione qualsivoglia, dì grado r e 
di indice s, dei coefficienti a„ , a, . . . a„ della forma f(x, y), 
e suppongasi di avere espressa la funzione medesima per le 
radici della f(x, 1) ^ ; domandasi quale sarà il màssimo 
uumero di funzioni simmetriche delle radici che entreranno 
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comporre quella (unzione. A ciò rammentìalno 1." che il 
grado di ciascuna funzione simmetrica sarà eguale ad 5, 
2." che in ciascuna funzione simmetrica le radici non do- 
vranno essere affette da esponente maggiore di r. É quindi 
evidente che la quistione superiore equivale al ricercare in 
quanti modi il numero « può essere formato dalla somma 
di n elementi, uguali o disuguali, della serie 0, 1, 2, .., r. 
Sarà quindi questo numero eguale a G, cioè al numero dei 
termini della funzione che si considera. Supponiamo che 
questa funzione sia fra quelle che soddisfano la equazione 
(3); espressa mediante le radici x, , x^ ... x„ della f{xfì)~ 
dovrà soddisfore la ; 

A^J.^...^jL=o, 

dxi d;^, dx„ 

la quale varrà a determinare un numero G,., di coefficien- 
ti numerici, per cui ne rimarranno Hj indeterminati. Dun- 
que allorquando si suppone essere il massimo il numero 
delle funzioni simmetriche che entrano a formare quella 
funzione si ottengono H, funzioni delle radici indipendenti 
fra loro; ma d'altra parte sappiamo che questo appunto 
deve essere il numero delle forme indipendenti di grado r 
e di indice 1 per una forma binaria dell'eoDesimo grado ; 
quindi si avrà il seguente : 

Teorema 3.* Se una forma dei coefficienti della f{x, y) 
la quale soddisfi all' equazione (3) si esprime in funzione 
delle radici della f(Xf 1) =z , il numero delle funzioni 
simmetriche che entrano a comporta é eguale al numero 
dei lermioi della forma medesima. 

Pongasi ora : 

!a' . Norma (X„ -1- x,X, -*- a:*,Xj -*-...-*- a^'.XJ 
= (a^Xo -^- a,Xi -!-... -I- a^Xr)' ; 
è evidente che alla funzione simmetrica del primo membro 
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Ix,' Xj'' , . . corrisponde nel secondo membro il monomio 

a/ a,' ... ; di cai l'indice é eguale al grado delta fan- 

tione simmetrica; ed é dell'ennesimo grado. Ciò posto con- 
sideriamo un invariante di grado r e di indice > della forma 
dell'ennesimo grado f\x,y); supponiamo che il medesimo ven- 
ga espresso in funzione delle radici delia f{x, 1)^0, ed in 
luogo delle varie funzioni simmetriche che lo compongono 
si sostituiscano le espressioni corrispondenti date dal se- 
condo membro della {5); si otterrà una nuova funzione dei 
coefficienti a, , a, , a, , .... a^; di grado n, di indice 3 , 
e composta di un numero di termini eguale a quello del- 
l'invariante che si considera. Questa nuova funzione sarà 
per la legge di reciprocità un invariante di grado n e dì 
indice s della forma binaria deil'erresimo grado. Una ana- 
loga proprietà vale pei covarianti. Per esempio , sia A il 
discriminante della forma del terzo grado : 

e 9 il suo coefficiente quadratico. Il coefficiente del primo 
termine del covariante A.f> è : 

i-K». -••■,) 

la quale forma espessa in funzione delle radici x, , x^ ^ xj 
dà : 

243A.(ao Oa — o%) = «^o L22a:8, ^^ «;, ->- Zlx^, x\ 
-+-6Ìa:4, x'^ x'3 — 42a;', »^, x'ì -*- 2x4, x^, Xì 
— 32x^1 Ji'a aij — ilx^, a!*3 — Ix^, a', ] . 
Si formi ora la espressione : 

o^. Norma (X^ -*-^, X, -4- ... -w a:,^ Xg) 
= (a„Xo ~t- o. X, -t- ...-+- ae Xg)' 
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e dal confronto dei coefficienti delle medesime potenze del- 
le X„ , X[ ... nei due membri di questa equazione sì han- 
no le : 

«^, Zafi, Xa Xì = Sa', og > ''u* Zx^, x^, ^ 6o„ «3 «5 ec. 
per cui sostituendo si otterrà : * 

42(«'i «6 -*- 3«u *i «5 -*- Sa'a 04 — 2«i «'3 -+- a, 03 a^ 
— 3«, a, «5 — 2a^ 0*4 — a^ a, og) 
la qaale espressione è il coefficiente del primo termine del 
cOTariante quadratico della forma di sesto grado come ab- 
biamo trovato in altra occasione. Il metodo suesposto di 
applicare la legge di reciprocità é dovuto al Sig. Hermìte 
{The Cambridge Journal n." 35), 

6.° I coefficienti dell' equazione ai quadrati delle diffe- 
renze delle radici di una equazione qualsivoglia soddisfa- 
cendo all'equazione (3) saranno composti di forme che vi 
soddisfano, le quali saranno o invarianti, coefficienti di 
primi termini di covarianti. Il nomerò H, rappresentando 
il numero dei coefficienti numerici che rimangono indeter- 
minati sarà il numero di quelle forme che entrano a com- 
porre il coefficiente di nn determinato termine. Ora ab- 
biamo dimostrato nella nota « Sul discriminante delle fun- 
zioni omogenee ec. » che il valore di s pel coefficiente 
dell' (t -+- l)esimo termine è 2t ; e che il valore di r è 2, 
4, 6 . . . 2(n — 1) pei coefficienti dei termini secondo, ter- 
zo ... ennesimo, ed è 2(n — 1) per tutti gli altri. Ne ri- 
sulta che per i non >■ n — 1 il numero di quelle forme 
sarà eguale ad H^, purché nell'espressione (4) facciasi r==2t 

e per t « — 1 il numero di quelle forme sarà H^; po- 
sto r = 2(n — 1) nell'espressione (4). Notisi che per 2i<C« 
dovrebbesi nella formola (4) porre 2t in luogo di n , ma 
siccome in questo caso i termini negativi della formola 
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sfessa non iofluiscono sul valore dì Hi, ai potrà far uso dì 
' essa senza variazione. 

I coefficienti della risolvente di Lagrange per uoa equa- 
zione di grado n , numero primo , sono pure omogenei , 
omogenei in ìndice e soddisfano all'equazione (3). II coef- 
ficiente del tendine (t-t-l)esimo essendo del grado nt, omo- 
geneo in indice dell'ordine nt, il numero delle forme ehe 
comporranno il coefficiente medesimo sarà H», ponendo nella 
(4) r := nt , per cui si potrà assumere : 

Queste forme saranno tutte coefficienti di primi termini di 
covarianti della forma di grado n ; cioè saranno i coeffi- 
cienti dei primi termini dei covarianti di grado ni rispetto 
ai coefficienti ò di grado nt(n — 2) rispetto alle variabili 
della forma medesima. 

Settembre 1856. 
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SOPHA 1 RESTI DI STURH . 

NOTA 
BEL MG. CAT. K. WAk' DI BIIVN» 



Siano le funzióni : 

P est a^x" -i- a, X''-' ~*~ Oj a>"-* -1- .... -1- a„ 
Q = A^ x^' -4- A, a;'-» -+- A, a:"-^ -^ . . . . -t- ò„.,, 

ed applichiamo alle medesime il processo del massimo co- 
man divisore, seguendo te norme indicate dal Sig. Sturm 
circa ai segni dei resti. Notiamo con u^ il resto digrado 
n — /£ , e poniamo 

Q 

Si avrà per u^ dietro il metodo, cosi appellato dal Sig. 
Caoch^, delle chiavi algebriche, l'espressione 



se ar* -*- e, ar" -t- Sj or' -t- . 



_„■,/ »>,-.■ Vi ■■■■ \'y. 



ove 
Si 



I valori poi di «g , s, , s, . . . saranno dati , come ho già 
annunziato in una Nola precedente, dalla formola : 



.vCoo(^ic 
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i. 


». , 


. 


». 


a, a, 


. 


J, 


Oi a, a^ 


. 


*3 


aj a. a, . 


. 


V 


> "P-- »J^» «P-3 ■ 




*. 


o, »,., Op-, . 


• ti 



La espressione dì u^ , salvo qualche modificazione, fu tro- 
Tata dal Sig. Ganchy, ed è ben più semplice ed esplìcita 
di quella data dal Sig. Brioschi in questi Annali , in cui 
la variabile si trova ancora amalgamata coi coefficienti. Ma 
l'illustre Geometra non avea dato i valori di ». 

Osservisi ora che dessa può ancora semplificarsi. In fatti 
Sf può considerarsi come parte del coefficiente di jrl*'^-') 
nel prodotto di 

P 

— =: a -H o, ar' -I- «3 ar* -t- . . . 

x" 

per la serie 

», ar' -*- »i x~' -t- «a «"' H- . . . . , 
prodotto che non è altro se non 

A„ X"' -¥-b,,x-^ -+-4, X"' -4- ... -t-àn-i+i-i «"'""''*''' -+-... -«-in- |jr". 
Da ciò si ricava che 

S/ = in-(+f-, — (««-/.-/I-I »fl*i-2 ~i- . . . 'i-On *w-i) 

Allora per un principio noto della teoria dei determinan- 
ti, quello che figura nell'espressione di u^ , può ridursi a 
tale che S^ , S, , S, . ■. abbiano i nuovi valori seguenti : 
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S I = b„.i — a„.i s^ 



S^-, ^ in-(+/^a — ««-i </w» — Oa-/^, 1^-3 — ... — 0„ »^a-( - 

In questo modo basterà calcolare Sp per valori di p com- 
presi fra e f* — 2 , mentre prima si sarebbero dovuti cal- 
colare fino a iif*— 1 . 

Seguendo ancora il metodo delle cbiavi algebriche , si 
pu6 esprimere il resto u^ in funzione delle radici, ciò che 
il Sig. Canchj non ha fatto. Fo osservare a questo fine , 

che chiamando P la derivata di P e (^\ ciò che diventa 

— , fattovi x^xi, X, essendo una delle radici dell'equa- 
zione P = 0, si ha 



'-2(p^).<- 



Allora ricorrendo alle chiavi anastrofiche , trovo meno 
un fattore positivo che scarto, 
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■-4m-Qr) 



ove ì simboli derivativi D. 



, D. , ec. si riferiscono al 



coefficieDle a„./i-i^, considerato come funzione delle radici. 
Quando l^n—u, , si vede che D, Oi = — a» Xi,: allora 

sorge fuori il quadrato di nn determinante , ed il coeffi- 
ciente della [viù alta potenza da u^ sarà proporzionale a : 



Se di più = P' , i coeflìcienti delle più aite potenze sa- 
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ranno proporzionali ai diversi determinanti situati langfaes- 
so la diagonale («^ — »,/i-a) » ed il numero delle variazioni 
di segno che dessi offriranno uguaglierà quello delle cop- 
pie delle radici immaginarie che soddisfanno all'equazione 
proposta P = 0, cosa del resto ben nota. 

Mi giovo di quest'occasione per tributare, come ne fui 
avvertito, al Sig. Bezout, il merito d'aver pel primo tro- 
vato le risultanti dell'eliminazione sotto forma di determi- 
nanti, che io dava nella Nota (Nov. 1855). Ciò io perfet- 
tamente ignorava, altrimenli non mi sarei gettato in inutili 
ricerche. 

Moro D£L DOPPIO CONO LUNGO DUE DIRETTRICI RETTILINEE 
POSTE IN PIAKI VERTICALI TRA LORO CONVERGENTI. 

NOTA 
BEL SIC. PHOV. MATTIA AZZAIIELLI 

1. Siano Ab, A'B' (6g. 1.') le proiezioni orizzontali di 
due piani verticali tra loro convergenti sotto un angolo 291. 
Per maggior semplicità supporremo in principio che le due 
direttrici siano delia medesima altezza a al disopra dell'o- 
rizzonte, e quindi esamineremo il caso in cui abbiamo una 
inclinazione 9. 

2. Se sopra le due direttrici cosi disposte venga collo- 
cato un doppio cono omogeneo in modo che la sua base 
VT si trovi nel piano bisecante l'angolo diedro 2^ fatto dai 
piani verticali, avverrà il molo del cono dalla parte ove 
piani sono divergenti, e questo moto non cesserà altrimenti 
se non quando i vertici del cono siano sopra le due diret- 
trici. 

Poniamo che abbia avuto luogo il moto per un tempo l, 
ed il cono sia pervenuto in una determinata posizione. Se 
consideriamo il piano verticale AB é facile concepire che 
desso nel continuo moto del cono tende a tagliar questo 
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secondo sezioni, le qnali sono sempre tra loro parallele, e 
che queste sezioni sono ellisse le quali hanno i centri su 
di una retta, che partendo dal vertice S va al punto me- 
dio di un altra retta che passa per V , ed è parallela al 
piano AB, onde risolta , che questi centri sono tutti al- 
locati nell'angolo VSG- Se ora immaginiamo condotto per 
l'asse del cono un plano orizzontale , le ellissi risnltanti 
dalle sezioni dei piani Terticali si trovano metà al disopra 
e metà al disotto di questo piano orizzontale, ed hanno per 
assi maggiori MN, M'N'. E poiché in ciascuna di tali se- 
mi-ellissi il punto di massima distanza dall'asse maggiore è 
quello di loro tangenza colla rispettiva direttrice , cioè 
quel punto che corrisponde al semi-asse minore) cosi se si 
congiungono i punii di tangenza di esse ellissi, come mm', 
si ottiene una retta la quale è tra l'asse SS' del cono, e 
l'origine delle coordinate, onde l'asse del cono e l'asse delle 
successive rotazioni sono in due distinti piani verticali e 
paralleli. 

Ora il peso della massa del doppio cono è costantemente 
applicato nel suo centro G di gravità, e la verticale con- 
dotta per questo punto dista di tutto Cp dalla retta che 
unisce i punti del contatto : dunque se intendasi a questo 
peso sostituito lo stesso peso applicato ia p , ed una cop- 
pia di braccio di leva Cp e di forza eguale al peso, si 
comprende che il doppio cono esercita sopra le due diret- 
trici ,una pressione, e che nello stesso tempo ha luogo la 
rotazione prodotta dalla coppia col momento 

C;. X P, 
designando P il peso del doppio cono : però il braccio di 
leva diminuendo col pregredire il cono nel suo moto, os:- 
sia coll'avvìcinarsi le ellissi parallele al vertice del cono; 
l'effetto della forza, e quindi esso molo di rotazione ces- 
serà lorquaodo l'indicato braccio di leva è zero. 
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3. Veduto come e perchè debba avrenire il moto del co- 
no, poDÌamo che M, N siano le projezioni orizzontali dei 
vertici di una delle indicate ellÌBsi, e che m sia quella del 
suo centro. 
Si ponga 

OP = a; , PM = y. 
ed ancora 

OA=m 

VS = l lato del cono 
CS=A altezia del cono 
VST^2o! angolo al rertice del cono 
SNM = jS 

BO'B' = 2<p angolo diedro formato dai due piani verticali 
ve = r raggio della base del cono: 
avremo 

MN_ scn 2« 
MS"" seniS 



dunque 
e quindi 



MS_ VS 
. Sr~CS ' 

MN _ VS.sen 2« 
Sr'"~CS.senjS 



MN = 



_ Sr.VS.8en2a _ l{h — y)sen2« 
■~ CS.sen j3 Asen~p 

Ora essendo 

„ ., MN Uh — y)sen2a coso 
Vp =z Mm cosj) = — — co» f = ~ ~ 

potremo avere 1' ascissa dell' asse istantaneo di rotazione , 
cioè 
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„ ì{k — y)sen2« cosp 

'"*" ' 2A sen^S ' 

Poiché fra gli angoli a, J?, ip esiste [a relazione 

^ = 90" -H- r — a , 
le dne trovate espressioni diverranno ancora, essendo 
l seo a = r , 
(11 „ r{h — y)mtxcmf 

>' '^ *cos(j.— «) 

(2) oy.a,-^'-"-i'>'°'«7r 

'^ A cos(9) — a) 

4. Se si volesse ora chs il doppio cono stesse al princi- 
pio del moto, cioè che 1' asse di rotazione si confondesse 
con ÀÀ' dovremo porre la condizione 
r(A — y)cos a cos y 
k C08(9 — a) 
Poiché abbiamo 

y = X tang p -t- m 
possiamo ricavare da queste due equazioni le coordinate 
corrispondenti al princìpio del moto. 
Eliminando la y dedaciamo 

r{h — tti)cos a cos f 
k cos(p — «) — r cos a sen p 
ovvero 

r(A — tn)cos a 






A cos a-^-(k sen « — r cos ajtang y 
e perché nel cono 

r = A tang « j 
avremo in fine 

r(A — m) 
h 



(3) 
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e quindi 

m{h -+- r tang f) — rh tang y 



(4) j = : 

5. Essendo 



Mr ^ ve 

Sr CS 



CS & 

e quindi 

(5) Cp=CP-V, = '^''-''^r"T^ 

A eos(9 — a) 

che è la lunghezza Tariabile del braccio ili leva. 

Da questa espressione (5) risalta che al crescere della ; 
il braccio di leva diminuisce così da annullarsi per y^A, 
cioè la forza che produce il moto passa per l'asse di ro- 
tazione quando ■ vertici del doppio cono insislooo su i 
piani verticali : dalla medesima espressione si rileva an- 
cora, che se i piani da convergenti passano ad essere pa- 
ralleli il moto cessa perchè ^ °— 0. Quindi ovunque si pon- 
ga il doppio cono rimarrà sempre in equilibrio non pro- 
ducendo che pressioni sopra i piani verticali. Finalmente la 
medesima espressione (5) può annullarsi ancora per «^=0: 
ma conservandosi la r diversa dallo zero, il cono si trasforma 
in un cilindro, il quale non concepirebbe alcun moto. 

Da queste osservazioni risulta che nel caso dei piani con- 
vergenti non esìste pel doppio cono veruna posizione, fuori 
di quella corrispondente ad y = A , nella quale possa tro- 
varsi in equilibrio. 

6. La retta che congiunge ì centri delle dae ellissi , e 
l'asse del cono sono nel medesimo piano orizzontale, asse- 
gnato dunque che sia il semi-asse minore dell' ellisse cui 
il piano verticale è tangente, si avrà pure l'altezza al di- 
sopra doll'orizzonle del centro del cono. 

Annali Jt Scien^ Mat. e tu. T. VII. lelUmbre 185C. 21 
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Se ora si determina l'equazioDe della ellisse, 'di cai HN 
è l'asse maggiore, sì trova facilmente 

a _ {d — J.)j>, 8en1 ; 3 sen(j3 ■*- 2a) 

' cos'a 

ove Xf , y, SODO le coordinate di qualunque punto dell'el- 
lisse, e d è l'asse maggiore. Fatto quindi x=i ^ e rappre- 
sentalo per b il semi-asse minore avremo 

Indicando per a ['altezza dei piani Terticali, e designando 
per X, Y le coordinate del centro del cono sarà 



\ h ' 

(6) 

ponendo 

r \ sen p / 
7. Se tra queste equazioni si elimina la « db risulta 1' 
equazione alla linea descritta dal centro del cono. A que- 
sto fine si riprenda 

y =!»-<- a; tangf 

e sì sostituisca nella prima, il che fatto troviamo 
AX ^ Ah — m) 

X= ; i , 

h — r tang f 
La seconda delle (6) ci dà 

AY = oA-t-DAr — Dry 

Della quale sostituito il valore della y dato in X si ha fa- 
cilmente 
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y^ Drtapgp ^ , ^* Dr(A-m) 

h — r tangf A *— r lang]3 * 

ia quale ci rappreseata una retta che forma aogolo ottuso 
coll'asse delle ascisse positiTe per lutti i valori di h^r tangf. 
Quando fosse 

A — r tang 9 = 

la retta diverrebbe parallela all'asse delle ordinate, e di- 
sterebbe dal medesimo di 

. Ora se alla condizione 

h — r lflngy = 
si ag^unge la relazione 

r =k tang a 
avremo facilmente 

1 — tang a tang ^ := 
onde 

f -.- a = 90" , 

ed il cono non prende che una sola posizione. 

8. Vediamo ora di assegnare le coordinale del punto di 
partenza, e quelle della cessazione del moto del doppio cono 
lungo le due direttrici. 

Essendo al principio del moto 

_ _ r(* - m) 







h 








y = m- 


r lang y -+ 


rm 


""a 


avremo, 


sostituendo 


nelle (6) 






X 


r(4- 


m) 

A"" 


(* 


-»)(* 
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e quindi 

^ _ ■"(* — mjlang f 



Dr (i — in)(*-i-rlan g9) 
Y=a* Ji 

nelle quali può introdursi facilmente 1' aogolo a apparte- 
nente al cono, avvertendo essere 

r ^ h tang a 
e sarà 

• X = (A — m) tang 9 tang'a 

Y = o -i- D(A — »i)(l -*- tang a tang f')taDg a ; 

le qoali, nel caso di a = , cioè qnando il cono si mala 
in on cilindro, diventano 

X = , Y = o. 

Per avere le coordinate corrispondenti alla cessazione del 
moto rotatorio, osserveremo che in (al caso X , x diven- 
gono eguali, e però essendo 

h — m ^x tang 9 
sarà 

A — m 

'~ ~ tangf ' 

il quale valore sostituito nell'equazione alla retta che vie- 
ne percorsa dal centro del doppio cono, avremo immedia- 
tamente 

Y, = tt. 

Prendendo ora la diSereoza fra le ascisse X, , X troveremo 

X, — X ^ (A — mltang o tangV 

langf 
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' '\ tangy / 

ed ancora 

x,-x = (t-m)""'y-^°'';'"'''7". 

tang f cos f C09 a 
La differenza fra le ordinate Yi , Y ci dà 

Y Y ^ D(A — m)lang a CQs(y — a) 
' , cos a cos f 

Se poniamo 

L'=(X, — X)'-i-(Y, — Y)' 

avremo dopo alcune riduzioni 

L = -1 — ^ — ~ l/^Ccos^fe -(-«)-.- D'sen'a sen'ffll, 

tang f cos a cos 9 ' 

E poiché 





>eii(3 


e 






/3=90'-*-9 — a 


cosi, essendo 






Ij, cos(9 -^ a) 
"cos(ji — «) ' 


troveremo 




tang 9 e 


)cos(9*») »)-^«„.„sen',3 


la quale per y 


= diventa infinita; per y =» « 


L = 


2(4 -i»)tós2a ,„ , , . 
sen2«cos'a ' 



che per a ^ è ugualmente assurda. 
Se poi si ammette la condizione 
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1 — tang f tang «= , 
essendo allora 

cos(y -I- a) = 
risalta L e= 0. 

9. BifletteDdo ora, che il tempo impiegato dal centro di 
gravità de! doppie cono a percorrere la lunghezza L della 
retta per la quale esso muovesi , è quel medesimo che si 
impiega dal codo a percorrere le direttrici, dunque il trian- 
golo rettangolo di cateti X, — X, Y, — Y e di ipotenusa 
L essendo il piano inclinalo pel quale scende il centro di 
gravila del doppio cono, ne siegue la facile determinazione 
della espressione del tempo nel quale dura il moto di esso 
cono. Di fatti considerando il suo peso P decomposto in 
due l'uno normale alla retta L e l'altro parallelo ad essa 
basterà sostituire nelle formote del moto uniformemente 
accelerato il peso relativo. Cosi dicendo n 1' angolo for- 
mato dalla retta L coU'asse delle ascisse negative avremo 
P sen.n per la espressione del peso che prodace il moto del 
doppio cono, ed essendo 

Dr tang <p 
h — r tang y 



Dr tang p A — r tang 9 l/^[D Vtang'p-i-(A — r tangf)'] 
dalla quale 

Dr tang f 



a.» ì= 



l^tD'r^tang'f -*^ A^(l — tang « Ung f)* 
f. perchè generalmente s ==> — , e nel caso attuai e 

- PDi tang p 

~ ' * "~ |/ ID V'tang*9 -^ h\l — lang « tang f j^ 
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rìsulu 

-/2Li/'[DVlang'f -(-A°{1 — Unga taBg 9)']\ 
PDr tang <p "^'^ ~/ 

dalla qaale chiaramente apparisce che al crescere del pesò 
P del doppio cono, diminuisce il tempo. 

Questa espressione del feknpo diverrebbe nulla nel caso 
che avesse luogo la condizione 

1 — lang p tang a ^ 

perché allora L = 0. 

10. Tralasciamo di considerare la Telocità acquistata 
mentre essa è dovuta all'altezza del piano inclinato, cioè 



Y. -Y = 



D{A — m)tang a cas{p — <x) 
cos a cos 9 



11. Passiamo ora a considerare il moto del doppio cono 
nella supposizione che le rette direttrici siano esse mede- 
sime inclinate alt' orizzonte sotto di un angolo 0. Riter- 
remo qui le medesime denominazioni, ed avvertiremo che 
le sezioni del cono fatte dalle direzioni dei piani verticali, 
sono nelle stesse condizioni del caso antecedente, onde per 
l'asse maggiore avremo 

2r{k — y)cos a 



A sen /3 A cos {<p' — «) ' 

ove f' è la metà dell'angolo che tra loro formano le due di- 
rettrici, ond'esso non deve confondersi con quello che tra 
loro fanno i piani verticali. Però tra questi due angoli f', f 
e 0, per la formola fondamentale della trigonometria sferica 
abbiamo 

É0s2^ ±^ sen'S -»- cos'fl cos 2y , 

dalla quale facilmente deduciamo 
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!sen y = scn f cos S 
cos f = p^(l — sen'y cos'P) , 
e per (al modo l'asse maggiore di una qualunque ellisse 
sarà dato per le consuete quantilà. 

12. Una simìgliaote modificazione si dovrà pure prati- 
care nella espressione che dà il valore del semi-asse mi- 
nore della medesima ellisse, cioè 

r(A — y) I /'/ cos(y' -^«) > 
h y \cos(9'— a) ' ■ 

Rispetto di questo semi-asse osserveremo, che essendo 
desso perpendicolare alla direttrice AB (fig. 2.*) ne siegue 
cbe il punto n del conlatto del doppio cono, e quindi della 
rotazione del medesimo non trovasi sulla stessa retta ver- 
ticale che passa pel centro m della ellisse , e che queste 
rette cioè il semi-asse minore, e la verticale formano Ira 
toro l'angolo 9, onde 

ms = h tang B. 

Per assegnare il braccio di leva variabile col quale il peso 
del doppio cono tende a produrre la rotazione , immagi- 
niamo che pel centro della ellisse passi un piano parallela 
alle retti direttrici, e cosi avremo 

COS 9 A cos f' 

sarà 

Mr MN r{h — y) r{h — y)cos a 

cosf* 2 A cos y' A cos{9)' — a) 

ed ancora 

r{h — y) I \ cos a \ 

h ' cosp' cos(y' — a.) 
Se ora da questa espressione tolgasi mt troveremo 
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r(h — v) r 1 OS a T , 

vs - -5_r-^ T TZ, C - * tang 9, 

A . Lcos tp cos(y — a)J 

la quale moltiplicata per cos 9 ne dà la distanza del punto 
di contatto dal piano verticale che passa per l'asse del dop- 
pio cono, valutata però nel piano che contiene l'asse mag- 
giore della ellisse, e la retta direttrice : e quindi se la me- 
desima espressione si moltiplica per cos p si avrà il cer- 
cato braccio di leva, ossia la perpendicolare calata dal 
punto di contatto all'indicato piano verticale, la quale rap- 
presentata per X avremo 

WA — y) r 1 cos a T « , « 

A ^ r-^^—ì i r, ; icosffl cos9— osen9 cosf, 

A Lcos f eos(f—a)J ' 

ove sostituito il valore di b risulta 

'cosS cosf cos a cos 9 cosy 

cos(p' — a) 



Lr^ 



— ìsenfi cos 9 I . 



13. Da questa espressione rileviamo che il braccio di 
leva è nullo per y = h , come nel caso delle direttrici oriz- 
zontali, e che può qui annullarsi ancora per una partico- 
lare relazione fra gli angoli, onde sia 

cosf cos9 



") 



r \cos(9) — «)' 



nel qua! caso la direzione del peso passando per l'asse di 
rotazione, non ha più luogo il moto, e tolto cos f che non 
può esser nullo, avremo 

cos 9 cos a cos 6 . ■ / icosi^ -*- a)\ . 

U TI T *«"^ V — h il="' 

cosp cos(y — a) ' *cos(y — a)' 

Se qui facciamo 5 =: , per le (7) essendo y' = y troviamo 
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1 **** " _1 n 

cos f> co§(p — or) 
ovvero 

scn a sei) 9=0 

come al § 5 pel caso delle direttrici orizzontali. 
Se 7 = 0, nel qual caso è pure 9' ^ sarà 
cos 5 — cos 6 — sen 6 — 0; 
equazione assorda la quale dimostra che non pad aver lao* 
go l'equilibrio a meno cbe non sia 
sen 6 = 0. 
14. Sì può giungere alla stessa equazione di coudiiione per 
l'equibrio coll'assegaare le ascisse del cono doppio, e della 
retta che congiunge i punti di contatto. 

Desiguando di fatto per X l'ascissa dell'asse del doppio 
cono sarà 

X = «-^-Mr' 
ma 

, r{h -y)cos 6 
Mr = 

onde 

r(l — })cl)S 8 
X=x-^ j . 

Se ora si rappresenta per X' l'ascissa della retta che uni- 
sce i punti del contatto sarà 

X' = a; -1- M*. cos f' cos 9, 
essendo però 

MN r(h — v)cos a 

2 n cos(9 — a) 

avremo ancora 

„, r{h — yìcosacosa)' cos 9 

X'= X -1 ■ , , , 1 i- é sen fi cos 0'. 

A cos(9 — a) 
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Se ora si vuole che il sùtema sia in equilibrio deve vo- 
lersi ehc i piani verticali i quali passano per l'asse del dop- 
pio CODO, e per la retta del contatto sì confoodino, onde 

X'=X 

e quindi 

r(A— y)r cesa cosy'cos^ , J / /Cos(9)'-t-a)\T ^ 

A L €08(9* — a) ^r \co8(p — r)/J 

dalla quale deducesi la stessa relazione fra gli angoli. Da 
essa con facili trasformazioni si ricava 



15. Vediamo ora di assegnare l'ordÌData Y del centro di 
gravità del doppio cono; avremo 

Y = PM -H- M».sen e 



PM = a -H lang 6 

cos f 



tang f 
h cos f 



dunque 

(8) Y = a*(»-:^)tangfl 

\ sen f / ° 

[ 1 i/^/ cosfy'-t-a) ^ sen St 
cosS'^ 'cos(p'— .«)/ cosy'J 



r{h-y}. 



h 
avendo ancora 

^ _ y — ni ^ r(t — y) 
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eliminando fra queste dae equazioni la y otterremo una 
equazione di primo grado che sarà la retta percorsa dal 
centro di gravità del doppio cono la quale si troverà rap- 
presentata da 

'= — ,, ^ . — ^, [*'•"««-■ ^^l/'f-S^) 

cosy (A — r cose tang^) L co& 9 ' \co&\f — «)/ 

r senf senSl r(À — m)(l— tangq» sen9) 

cos^ J k — r cos9 tangji 

ove fatto 

9 = 

ritorna immediatamente quella retta avuta per le direttrici 
orizzontali. 

16. Per assegnare l'altezza del centro di gravità del dop- 
pio cono al principio del molo è d'uopo osservare esser nulla 
l'ascissa della retta che congiunge i punti di contatto, cioè 

X'=0» 

onde avremo 

WA— y)rcosa coso'cosS . , , //cos(ai' -+- «)\T „ 

h L CQs(f' — a) ^ y \cos(f — a}/J 



ove 

. cos a, cos a)'cos 9 - . I /"/cos(i)'-f- et) \ 

A= , , . >- sen 9 sen «' 1/ l—f-, '-] 

cos(y — «) ^ V \cos(y' — a) / 

Essendo però 

y = m -1- a; (ang tf 

avremo dalla coesistenza di queste due equazioni 

krim — h) 

X ^ i- — 

A — Ar tan f 
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la qaale per 6 ^ facilmente si mata io 
r(* - m) 
"■ A 

come si trovò al § 4 pel caso delle direttrici parallele all' 
orizzonte. 

ÀTiita l'ascissa deireslremità dell'asse maggiore dell' el- 
lisse corrispondente al principio del moto, aTremo riordi- 
nata dalla formola 

h{m — Àr lang 9) 
A — Ar tang f 
Da questa espressione Tacilmente si ricavano i valori delle 
seguenti quantità: 

, f(*-y) _ r(i-m) 

\ h h — Àr tang m 

(9) I 

J (h — m)Ar tang f 

\ A — Ar tang f 

i quali valori sostituiti nella formola 

sen f A 

ove 

cos 0' *cos{y' — «)/ cosp' 
avremo 

Y=»-^r(>-,„)r f°°'«'-t"°«^ 1 
LA cos f — Ar sen yj 

ove, se facciasi 

9 = 0, f = ip' 

Ite dedurremo facilmente, essendo 

" \ cos(g) — a) ' cos(y — a) 
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Y = o -«- — 


Dr(A — m) 
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r sen y cos a 






cos(y - a) 
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a^ 


Bf(A— «)tc« 


« a coB f -t- sen a. 


«n^l 




A cos a cos y -+ 


-seo 9(A sena — 


rcos a) 


ma 


essendo 














hmaa — 


rcosa =s=0 




risulta 














¥ = 


Dr(A - m 


■41 -H lana a tang 


f) 



come al § 8. 

Se Della espressione (8) si pongono i valori (9) otlerre- 
mo l'ascissa del centro corrispondente al punto di parten- 
za espressa da 

^ 'LA — Ar tang 9 J 

Se ora vogliamo assegnare le coordinate del medesimo cen- 
tro corrispondenti alla cessazione del moto lungo le diret- 
trici basterà supporre 

y = h 

tanto nel valore dell'ascissa quanto in quella della ordi- 
nata, e cori troveremo 

ih — m\ . , k — M 

T=o-t-( liingfl od X= . 

\ seo ip f tang f 
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SVH l'iaduction électkostatique 

TROISIÈKÈ lETTRB (') 

de 

M. P. TOLPIGELLI 

h 

M. HECNAULT, 

a Les premières expériences faites pour reconnaltre ai 
l'ìndactioD électrostatlque peul s' effectuer méme par des 
lignea courbes, sont dues ft l'illustre Faraday (^), qui, daus 
une de ses plus réeentes pablications {'), dit que par ces 
expérìeBces il a cru établir la possibittté de ceUe induc- 
tion. Peut-£tre les faits que je Tais avoir 1* honoeur de 
TOus conununiquer, et qui se vérifient parfaitement quand 
ratmospbère est sèche, pourront-ìls en fixer la eertitude, 

» 1°. Qu'on mette à la distante de D'Atos du ceotre d* 
une plaque métallique borizontale non isolée , lougue et 
large O^jlS > u" corps électrisé ; que de 1' autre cdté on 
applique à son centre un pian d'éprenve, et que celui-ci 
•oit porte sur le bonton de l'elee troscope de Bohnemberg* 
r induclion prodnife sur le pian d' épreare sera nulle, on. 
presqne nulle. Qu'on éloigne le centre de la plaque da 
corps électrisé, l'induclion sur le méme pian croltra au fur 
et à mesure que la distance augmenlera, mais cela jusqa'à 
une certaine limite, facile à déterminer pour chaque ex- 

(1) Pour les dei» première» lettres, voyez Coniptes Hendu*, T. 
XL — 18S5, p. 246; et T. XLI — 185B, p. 963. 

(2) De La Rive, Traile dMIectrìcité. Paris 1855, T. I, p. 138, et 
140. 

(3) Archives de» «cìeace» pby». et nat. GeaHe ISSS, T. XXXr . 
p. 50. 
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périence, puis les indactions dimÌDueronl coutianellemeat 
jusqu'à ce qu'elles redevienoent nuHes. 

> Si, au contraire, on maintient flxe la plaque horizon- 
tale , mais que le plaa d' épreave, place d'abord à O'°,03 
do centre de la plaque , soit successiTement éloigné , les 
inductions se manifesteront d'abord croissanles, puis enfio 
décroissaotes. Ces expériences semblent indiquer que l'in- 
duction procède aussi par lignes courbes de l'iaducteur à 
l'ioduit; et qu' entre eeux-ci il y a une distance qui ré- 
pond à on maximum d'elfet. 

» 2°. Qo' on mette sur la méme plaque horizontale dd 
pendule assez léger et non isole, celoi-ci divergerà de la 
verticale, tonles les fols qu'au-dessous de cette plaque no 
corps électrisé s' approchera du bord le plus proche du 
pendale. Cette esperience conduit évidemment à la méme 
conclusion que la précédente. 

» 3°. Qu'oD prence un cylindre de papier dorè, qo'on 
le soutienne par soo centre de gravile au moyen d'une ai- 
guille verticale, établìe sur une base isolaute ou ooo, mais 
ìnébranlable, et dans uoe atmosphére tout à fait calme, et 
qu'on l'assujetlisse à l'induction , et qu'ensuìte on appro- 
che verlicalemeni, par on de ses cAtès, une plaque métal- 
lique, isolée ou non, de l'intervalle qoì séparé l'ioducleur 
de l'cxtrémité du cylindre ioduit ; aussildt celui-ci rece- 
vra no moovemeot rotatoire en s'élolgnant de la plaque f 
et aprés quelqnes oscillatioas il s' arrétera dans une nou- 
velle positioQ d'équilibre , formaot un angle avec la pre- 
mière. Le cjlìndre employé avait son axe de 0™,4, et son 
diamètre de 0",03. Cette eipérieoce montre qoe l' indu- 
ction sor le cylindre se fait égalemeni par lìgnes courbes, 
et que la plaque métallique isolée ou non, interceptant ces 
ligoes d'uo Seul c6té, produit un cbaogemeut dans les for- 
ces attractives, de manière à diminuer l'intensité de leur 
resultante, et à en changer la direction. D'où l'axe du cy- 
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liadre indait doii, par ce nouveau sjrstéme de forees, trou- 
■ver en roulant un autre éqnilìbre, dans leqael il reste ìd- 
clìné à sa première direction. Si la plaque et le cylindre 
ne sont pas isolés, la déviation indiquée sera plus grande 
qu'elle ne le serait, à circonstances égales, avec uo cylin- 
dre isole. 

» 4." Hettant entre l'induit et l'indacteur un écran mé- 
tallique non isole , Urge et long de 0*°, 5 , avec un trou 
dans. le milieu, de telle sorte qne T induction curviligne 
sur le cylindre mobile soit entiérement intereeptéc de tous 
cAtés f celui-ci ne subirà aucuue déviation si une plaque 
métalliqne non isolée est approchée verticalement d'un de 
ses cdtés, à la distante qui est entre le trou et l'extrémité 
du cylindre induit. 

» 5." Ayant intercepté, seulement d'un cóle, l'inductioa 
curviligne ayec des plaques métaltiques différentes, la dé- 
viation du cylindre s'est trouvée pour toutes la méme ('). 
C'est un résullat qu'on obtient constamment, méme quand 
les lames métalliques soni excessìvement minces. 

» 6." Les corps diléctriques, et spécialement la gomme 
laque et le soufre, qui possédent le plus grand ponvoir in- 
ductif ('), renforcent mflme l'inductioD curTÌligne, comma le 
démontre la rotation du cylindre iadiqué, produite par des 
plaques isolanles : celles qui ont été employées avaient de 
0", 02 à 0", 06 d'épaisseur, En outre, posant l'extrémité 
du cylindre mobile entre deux coibeots d'égale èpaisseur, 
mais de nature diverse, ce cylindre, par l'induction curvi- 
ligne, tonrnera vers celui des deux cotbents qui possedè le 

(0 De la Rive, Traiti d'électricilé. Paris 1S54, T. I, p- 13f. — 
Archivei tiei Kience» ph;s. et oat. Genève 18S6, T. XXXI, p. 66. 

(2) De la Rive, idem, p. 133. — Pianctani, Elem. di lìsico-cbim. 
Roma I844f voi. II, p. 13. — Belli, Corso di fìsica, MìlaDO 1838, voL 
HI, p. 23», et 2i2. — Becquerel, Traile d'électr. Paris 2833, T. 1 , 
p. 42. 
Aiutali (fi Scieiwe Mat. t Fu. T. VII- leltembre 185». 22 



3vGoo(^lc 



(338 ) 
plns grand ponvoir ÌDdactif. En observaot les angles <le dé- 
TÌation on troavera confirmés les differente poDvoirs indu- 
clifs da verre, ilu sonfre, de la gMnme laque, de la résioe, 
des électropbores, et de la ciré d'Espagne. Si l'exlréaiìté du 
cjliadre est eatre deax masses du méffle coVbeot , mai» 
rune plus èpaisse que 1' autrc , le cylindre tournera par 
l'indudioa curviligne vers la masse la plus épaisse. La di- 
staace eotre l'indnil et l'ìuductear demeuraot constante, le 
pooToir inductif du coibent, place entre eux , crolt avee 
l'épaùseur de celui-ci. De ces expériences j' ai pu m6me 
conciare que le pouvoir induclif des coVbents varie avec 
lenr tentpératare, c'est-à-dtre qn'il diminne quand la tem- 
perature crott, et vice vers4. Ce qui s'accorde avecTobser- 
yation de M. Matteucci, sur la perte que font les coVbents 
de lear pouvoir isolant par une éléTation de temperature, 
ìncapable de cbanger seosiblement leur cobésion. (') 

3) 1." Sonmetlant à 1' indactioo un cyliadre également 
mobile, mais de Terre eoliérement recouvert de ciré d'Espa' 
gne, les déviations du cjlindre, par des plaques conductrì- 
ces ou non, s'obtiennent également comme pour le cjlindre 
conductenr. Donc , non-seulement i' ìnduclion rectiligne , 
mais eocore la carviligne agit sur les coUbmls, de mftme 
que snr les condocteors. 

» 8." Dans nne spbère métallique creuse, ajantpraliqué 
deax trous diamélralement opposés, j'ai introduit par ces 
tjons deux cjlindres métalHques les fixantarec le meilleur 
isolant possible, moitié dehors , moitié au dedans de la 
spbère. Leurs extrémités intérieures étaient dislantes fune 
de l'autre de 0"*, 09, et au centre de cette distance ètail 
place an disque métallique plus grand que la section tran- 



(1) Archives de» tuìencf» pfaj). et nal. G^Ève f84S'- T- VII, p. 
ivi. — Compi» Renila* ile l'AcaJ. de» «e. du 30 décerobra 1S47 , T, 
XXV, p. 930. 
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srersale des cylindres, et dispose normalement à leur axe; 
de Ielle torte qae l'inductìon rectìligne d'uà cylindre sar 
l'aalre ètait complétemeDl empécliée par le disqne lui-mA- 
me. Eq Dutre, j'ai empéché, par d' autres écrans condu- 
«teurs, tont effet d'iodaclioD qui eAt pu aroir lieu ft i'cs- 
tèrìeur de la sphére enire les deax cylindres. Toutes aa- 
tres précaultons nécessaires étaot prtses, j' ai faìt dans la 
sphére le vide jusqu'à un disìème de millimétre, avec une 
très-bonne machine pneumatiqae de M. Breton. Les super- 
ficies intérieures et extérieures de la sphére , aossi bien 
qae le dìsque iotérieur, étaot déjè en communication avec 
le sol, j'éiectrisai un des deux cylindres, et je trouvai que 
t'autre était toujours indoit. J'obtios aussi le mème effet 
sans communiquer l'èlectricité à un des deux cylindres , 
mais indaisant seulement sur l'iiii d'eux. De là, ou peut 
eonclore qae l'inductìon curviligne se manifeste «usai dans 
le yide indiqué. Je fis rentrer l'air daos la ephère, et, ré- 
pétant l'expérience de la mfime manière, j' ai Irouvè que 
l'indnctiou curTiiigne dans le roéme vide est sensìblement 
plus £orte à circonstances égales. Ayant die le disque ea- 
tre les deux eylindrea, j'ai (ronvé que le plus grand pou- 
TOir indoetìf se produil dans le vide , et qae te rapport 
£ntre ce pouvoir et celai de l'air chaage evec V état hy- 
grométrique de celui-ci. Toot cela s'accorde parfaitemeat 
avec les expèriences faites dans le vide, d'abord par Dufay, 
ensuite par Boyle ('), puis par Hawksbee, Gray, Harvis et 
Becquerel ('), et aussi par Beccaria et Davj ('), et encore 
avec les expèriences que j'ai faites sur l'èlectricité i'aèan- 
don {i). En effet, si fon éloigne les corps qui sont prés de l' 

(1) Becquerel, Traile d'alee. Paris 18SS, T. I, p. I2S. 

(2) Becquerel, Traile d'elee. Pari» 1855, T. f, p IQ. 

(3) Belli, GorBo di Fitìca, Milano 183S, voi. Ili, p. 34S. 
(i) Compiei Rendui Je l'Acad. dea «e. T. XLI, p. S43. 



3vGoo(^lc 



( 340 ) 
indaisant, son induction sur les autres qui l'entonreift ang- 
menle; ainsi,quaad oa eniève l'air qaì enveloppe an cyliodre 
électrisé, celai-ci ìodaira plus énergiquement sur les corps 
Toisins. Après avoir analysé les plus importaotes expérien- 
ces électrostaliques faites dans le vide par les physìciens 
les plus habiles, le R. P. Pianciani (') en dédnit: 1." que le 
vide parfait n'est pas bon conducteur j 2." que les aUra- 
ctious et les répulsions électriques ne sont pas dues k la 
présente de l'airj 3." que l'électricilé n'est pas retenue sur 
la surface des corps par la pressìon de l'air. Nous pouvons 
à ces trois conciusions ajouter: 4." que l'ìndaction électro- 
slatique est plus ènergique dans le vide, qui, à ce qu' il 
parait, doit (tre regardé cornine pourva du plus grand 
poovoir inductif, et dans lequel l'indnclion se produit mè- 
me en lignes courbes. 

» le terminerai cette Lettre en faisant remarqoer, que 
l'expérience apprend que l'électrisation et les courants éle- 
ctriques {') modifient l'état soit physique, soit cbimique des 
corps; mais il me semble que jusqu'à présent, on n'a pas 
expérimenté sur les effets de la simple induction électro* 
statique, pratiquée en dècbargeant l' induisant , toutes les 
deox on trois secondes, pour empécher que l'électricité ne 
se transporle sur l'induit, et pour agiter fréquemment les 
molécules de celui-ci. Je soumis pour cela une petite spbé- 
re creuse de Terre du dìamètre de 0'",04 à cette induction, 
et, après trois mois, n' ayant opere que deux heures par 
jour, je vis qu'elle avait perdu sa diapbanéité primitive. Elle 
se conserve encore aujourd'hui dans cet élat. £n assujet- 
tissant à la méme induction et de la niéme manière un 
diamant très-lìmpide, ìl devint moins limpide de très-peu , 



(1) InstitDiioni (ìsico-chim. Roma 1834, T. IIF, p. 50. 

(2) Bectitiere), T. I, p. 292 et Suiv. — De 1« Rive, Compie» Ren- 
as, Séance du 7 avrii I8S6. 
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il est vrai, pourlaot à un degré sensible, et, vu de cAté par 
lamière traasmise, il présentait nne certaìne nuance jauoe- 
verdàtrc qn'il n'avait pas auparavant. Comme dans les ex- 
périances que je viens d'indiquer, on voit que l'intime con- 
Btitution moléculaire est modifiée sensiblement dans des 
corps qui possèdent au plus haat degré la dureté , noas 
ponrrons peut-étre en conciare, qae par l'efFet de la seulfi 
induction électrostatiqae, prolongée autant qu'il est néces- 
saire, et interrompue fréquemmenl, toni tissn molécnlaire, 
exceptè ud fluide élastiqae, devra subir quelque changement 
sensìble. 

» EnSn je soumis à l'induction une des boules du tber- 
moscope de Ramford, et je vis que l'index de l'instrument 
se portait toujours, pour nn trait d'envìron O^tOl, Ters la 
boule induite. Pour bien reconnaltre la cause de cet efCet, 
je répélai plasieurs fois l'expérience en recouvrant la boule 
induite d'une feuille métallique communiquant aree le sol; 
et non seulement je vis toujours se reproduire le méme ef- 
fe(, mais l'approche de l'index à la boule induite fut plutòt 
augmentée. Or, comme l'ioduction ne se communique pas i 
travers les lames métalliques, quelque minces qu'elles soient, 
il semble qu'on en peut conclure, que l'induction diminue 
un pen la temperature des corps sur lesquels elle s'exer- 
ce, et que le thermoscope de Rumford , par son extréme 
sensibilité, sera le thermo-actinométre le plus convenable 
à manifester cede curìeuse propriélé de l'induction. » 
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ELOGIO DI CARLO GUSTAVO JACOB JACOBl 

LETTO nell'accademia DELLE SCIENZE DI BERLINO 

IL 1° DI LUGLIO 1852 DA LEJEUNE DIRICHLET. 

TRADUZIONE DAL TEDESCO 
DI «lOTANKI NOVI 



Facendomi ad esporre le scoperte scieatificbe del più gran 
matematico, che dopo Lagrauge, abbia fatto parte di 4)ne8ta: 
AcGadcOiìa , qnal socio residente, vedo le gravi difficoltà 
del mio assunto. Imperocché sì tratti di mostrare tutta 
l'importanza della elncubraiìoni di tale che ^ avendo per- 
corsa in quasi tutti gli aspetti una scienza già accresciuta 
da duemila anni di laroro perseverante , ha escogitato e 
chiarito, colla sola potenza del suo ingegno creatore , ve- 
rità importanti e recondite, e di nuovi concetti ha arric- 
chito il patrimonio scientifico, elevando ad allo grado la 
speculazione matematica. Per quietare l'esitazione che in 
me produce la coscienza della mia insufficienza , basterà, 
spero, l'essere convinto che un debito sacro di riconoscenza 
è giusto si paghi verso (ali servìgi resi alla scienza e ai 
suoi cultori. E niuno più di me è in obbligo di soddi- 
sfare a questo debito, dacché se molto fu il profitto che ìd 
comune coi miei coetanei trassi dalle scientifiche produ- 
zioni del Jacobi, non minore fu quello che derivai dall'in- 
timo commercio che per anni parecchi mi ebbi col grande 
pensatore. 

Carlo Gustavo Jacob Jfacobi nacque in Potsdam il 10 de- 
cembre 1804 da agiato negoziante. Più che a maestro ebbe a 
guida nello studio delle lingue antiche e delle matematiche 
elementari, lo zio materno Sig. Lehmann,sotto la cui sapiente 
direzione fece si rapidi progressi, che di dieci anni neppur 
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compiuti fu ammesso nelta seconda classe del GinRasto di Po' 
tsdain, e dopo sei mesi nella prima, e vi rimsso in tutto uon 
più che quattro anni per aspettare l'età aeceasaria a frequen- 
tare l'aniver«itè. Quivi l'insegaamento matematico era prali- 
ealo come semplice esercizio di memoria; sicché poco ne re- 
stava appagato il giovane allievo, le cui relazioai col mae- 
stro furono perciò, per assai tempo , alqoaRlo spiacevoli. 
Infine il maestro fu abbastanza giudizioso per non eootra- 
riare lo straordinario scolare e permettere che questi pas- 
saste allo studio ieìì' Introdueliv di Eulero, mentre gli altri 
penosamente erano rimasti a recitare proposizioni elemea-^ 
tari. £ quanto fin d'allora progredito fosse il suo ingegno 
lo mostra il tentativo cbe fece di risolvere l'equaziane di 5* 
grado, tentativo di cbe tenne parola iu una sua Memoria 
{KHleriore. 

Parecchi di quelli che poscia hanno levato grido, speri- 
mentarono le prime loro forze intorno a questa problema; il 
quale, innanzi che ne venisse dimostrata l'impossibilità, do- 
veva attirare singolarmente gl'ingegni nascenti si per la ce-^ 
lebritì acquistata a eausa di tanti sforsi infrultoosi, e si an- 
oora perché confìnaDdo cogli elementi , sembrava agevole 
senza molle cogniziooi. 

Nella nostra università Jacobi passò il suo tempo fra gli 
tludii filosofici, filologici e matematici. Qual'assistetite agli 
tsercizii del Seminario filologico, risvegliò l'attenzione del 
nostro collega B&ckb , presidente dì questo Istituto , ehfl 
l'ebbe assai caro pei suo ingegno acuto e singolare, e gli 
{urosegnl sempre parlicolar benevolenza. 

Sembra che frequentasse meno le lezioni matematìehe , 
le quali nella nostra università erano allora troppo elemen^ 
tari da poter riuscire dì alcun giovamento a Jacobi, già 
noll9 innanzi nello studio delle Opere principali di Eu- 
lero e di Lagrange. Con maggior zelo però studiò la lette- 
ratura matematica , anelando farsi un' idea generale dei 
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grandi tesori scìenttfìci contenuti nelle raccolte accademi- 
che. Jacobi, il cui ingegno non poteva restringersi a rac- 
cogliere cognizioni e mosso potentemente dal bisogno di 
far sae le cose che leggeva, e interamente padroneggiarle 
venne nella determinazione, dopo dne anni di stadii oni- 
versìtarii, di rinanziare alla filologia o alla matematica. £ 
poiché codesta determinazione ebbe conseguenze assai im- 
portanti, non solamente per lui, ma altresì per la scienza alla 
quale d'allora in poi si consacrò interamente, si udranno 
volentieri le ragioni ch'ei medesimo ne addoceva allo zio} 
al qnale cosi scriveva : 

« Non posso senza pena rinunziare allo stadio delia fi- 
lologia , dopoché mi é riuscito intravedere la più riposta 
magnificenza della vita ellenica. Pure mi è forza di farlo. 
Lo smisurato colosso che hanno innalzalo i lavori di Eule- 
ro, Lagrange, Laplace richiede forza prodigiosa di mente, 
assidua meditazione e ardore alieno da ogni riposo, se vuotai 
penetrare la intima natura di quello e dominarlo, affine di 
non dover temere ad ogni istante di esserne schiacciato. 
Solo quando ci siamo impadroniti del suo spirito, possia- 
mo lavorare tranquillamente a perfezionare le singole sue 
parti,e la grande opera con energia condurre a compimento.» 

Per la dissertazione del dottorato, Jacobi prescelse la de- 
composizione delle frazioni algebriche ; soggetto già più 
volte tolto ad argomento di studii. In questo lavoro egli 
dimostra una formola notabile, data da Lagrange senza di- 
mostrazione nelle Memorie della nostra Accademia. Poi dà 
una nuova maniera di decomposizione, la quale non é com- 
pletamente determinata, come quella esclusivamente consi- 
derata sin'allora, e coochiude la Memoria con talune ri- 
cerche sulla trasformazione delle serie, nelle quali si mo- 
stra già un nuovo principio, di coi si ^orò spesso in po- 
steriori lavori. , 

Conseguito il titolo di dottore e resosi abile all'insegna- 
mento, Jacobi fece all'università una lezione sulla teoria 
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delle superficie curve e delle curve nello spazio. Secondo 
la testimonianza di tale che fu presente a quella lezione» 
l'ingegno magistrale- di Jacobi apparve fin d'allora singola- 
re, avendo egli svolto il suo tema con gran chiarezza e in 
modo da interessare assai la sua scolaresca. Il ventenne 
maestro fece anche mostra di una precoce maturità di giu- 
dizio quando, non sgomento dal discredito nel quale era 
caduto in qnel tempo, per ÌuOqsso d'un nome autorevole , 
il metodo degl'infinitamente piccoli, segui nella saa esp(>< 
sizione appunto codesto metodo, adoperandosi con snccesso 
a persuadere ai suoi uditori come il medesimo non diffe- 
risce da quello rigoroso degli antichi , se dod per la sua 
forma abbreviata, via indispensabile a tutte le ricerche più 
complicale. 

L'attenzione che Jacobi cominciò a risvegliare, indusse te 
autoriti superiori dell'istruzioD pubblica ad invitarlo a 
continuare provvisoriamente te sue lezioni in qualità di 
professore particolare (aggregato) a Koenigberg; dove, per 
la cattedra di matematica divenuta allora per l'appunto va- 
cante, si offrivano al merito di lui maggiori speranze di 
premio che non a Berlino. 

Fatto importante per la carriera scientifica diJacobi nel 
suo soggionio a Koenisberg fu la conoscenza personale eh' 
ei fece del grande astronomo Sessel , e il trovarsi per la 
prima volta iu contatto con oa uomo di genio in una 
scienza cosi strettamente collegala con la sna. E comecché 
egli fosse già fin da giovane abituato al faticoso e sodo 
studiare, pure la vista diuturna dell'operosità instancabile 
di questo uomo straordinario esercitò sopra di lui tale una 
potenza di abiti studiosi, la quale ei stesso ricordò poi so- 
vente, e con riconoscenza. 

In quanto a quella parte delle vita del Jacobi cMisìde- 
ralo come scrittore ed autore, fu per lui una buona ven- 
tura Tessere esordito sa questo terreno quando appunto si 
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Teoiva rondando quel Giornale malematico, par la cui pab- 
blicatione il oostro collega Creile acquistò nome tanto 
grande e duraturo, si per avere aiutalo alia diffusione delle 
matematicbe discipline , e s) ancora per aver dato nnaro 
impolso allo stadio di esse. Jacobi, che fa tra i primi col^ 
laboratori del Giornale, ri è rimasto fedele sino alla sua 
morte; e tranne le due opere particolari t Fund. nova a e 
« Canon aritk. » , quasi a tutti gli altri snai lavori fu sola 
palestra il giornale di Creile. 

Le prime Memorie di Jacobi lo mostrano già di bnon' 
ora perfetto matematico; sia che egli esamini con criterii 
nuovi o piò semplici dottrine gii conosciute, come ha ÌaìXo 
nelle Note « Sul metodo di Gaus» ptr la dttermmaxione ap- 
prossimala degl'Integrali definiti » e Sul metodo di Pfaff per 
Vitttegraxione dell' equazioni a differenze parziali u ; sia che 
svolga problemi non ancora risoluti , e pervenga a anovi 
risultati. Tra i lavori dell'ultima specie, due sono degni di 
particolare menzione: una Memoria di poche pagine, nella 
quale trova una proprietà fondamentale, rimasta per lo in- 
nanzi ignota, della notabile funzioDe; la quale , introdotta 
per la prima volta da Legendre nella scienza , lui poscia 
avuto si gran parte in tutte le posteriori ricerche sull'at- 
trazione : e un'altra Memoria « Sopra i resti cubici w , la 
quale contiene a dir vero il solo enunciato delle proposi- 
zioni senza dimostrazioni , ma le proposizioni son tali da 
non potersi reputare trovate per induzione , e per conse- 
guenza non lasciano dubbio che l'autore fin d'allora fosse 
già in possesso di nuovi e frnttìferi prìncipii in quel ramo 
della scienza che partecipa dell' Algebra snperiore e della 
Teoria dei numeri, e che ventìcinque anni prima era stato 
creato da Gauss. Il che viene confermato da una posterie- 
re -pubblicazione dello stesso Jacobi, nella quale è espressa- 
mente dichiarato che codesti princìpii furono in quel tem- 
po comunicati per iscritto a Gauss. 
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Jacobi Tenne distollo dal prosegaire cosifTatto argomenlo 
dalle sne ricerche salle fanzioni ellittiche, le qaaii dovc- 
vano bentosto procacciargli grande celebrità , e collocarlo 
tra ì primi matematici del nostro tempo. 

É cosa notabile che il giovane matematico che aveva 
tentato con successo varie teoriche , non fu sulle prime 
egaalmente felice in questo campo. Uno dei snoì amici tro- 
vatolo un giorno pieno d'uria, e richiestagliene la ragio- 
ne, n'ebbe per risposta : Voi mi vedete sul punto di resti- 
tuire ali» Biblioteca questo libro {Legendre, Exercices, ec-), 
per il quale vedo che non mi aiuta la fortuna. Ogni qual- 
volta io mi 50U fatto a studiare altri libri più o meuo im- 
portanti, sempre mi si sono svegliati nella mente pensieri 
propri e sempre qualche cosa vi ho guadagnato. Questa 
volta però ho acquistato nulla, e non mi é rampollata la 
minima idea. 

Se questa volta i propri pensieri si fecero aspettare più 
dell'usalo, però essi comparvero in copia maggiore;e tale che, 
con quelli contemporanei di Abel, ebbero per conseguenza 
una inaspettata esplicazione e la completa trasformazicme 
di uno dei più importanti rami di Analisi. 

Poiché il progresso venne qui contemporaneamente da 
due fonti diverse, é necessario esaminare simultaneamente 
le ricerche di Jacobi e quelle di Abel. Le scoperte di en- 
trambi, in origine indipendenti le une dalle altre , si col- 
legarono poscia fra loro in tal guisa, che l'esposizione delle 
line senza prendere in considerazione le altre non sarebbe 
facilmente intelligibile. 

La teoria delle funzioni ellittiche, colla quale sono per 
sempre congiunti i nomi di Abel e di Jacobi, non rimonta 
•1 di là della seconda metà del secolo precedente. Un ma- 
tematico italiano dì non comune penetrazione, il conte Fa'- 
gnano degli Stati Ecclesiastici, fece la notevole scoperta , 
che l'integrale che esprime l'arco della curva , dai mate- 
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maticì d'allora studiata molto sotto il nome di lemniscata, 
ha proprietà simili a quelle dell'integrate più semplice, che 
rappresenta un arco di cerchio. Così, p: e:, egli scopri che 
Ira i limiti dì due integrali di questa specie , di coi uno 
è uguale al doppio valore dell'altro, ha luogo una semplice 
relazione algebrica, in guisa che, un arco di lemniscata , 
comecché trascendente di ordine superiore, pure può essere 
raddoppiato o diviso per metà mediante costruzioni geo- 
metriche, come un arco di cerchio. Eulero, qualche anno 
dopo, trovò la vera sorgente di queste ed altre proprietà sì- 
miglianli in un teorema, il quale va tra i più bei trovati 
di questo grande pensatore. Secondo questa proposizione di 
Eulero, un certo integrale, più generale di quello conside- 
rato da Fagnano, e che nell'odierna terminologia toglie no- 
me d'integrale ellittico di prima specie, dipende in tal guisa 
dal suo limite, che due integrali di questa specie, eoa li- 
miti arhiirarii, possono sempre essere riuniti in un terzo, 
il cui limite è dato in funzione dei primi , mediante una 
semplice relazione algebrica^ al modo stesso che il seno di 
un arco composto di due partì può essere formato alge- 
bricamente coi seni delle sue parti. Ma l'integrale ellillico 
é più generale di quello che rappresenta un arco di cer- 
chio. Ridotto alla sua forma più semplice , esso dipende 
non solo dal suo limite, ma anche da un' altra quantità 
contenuta nella funzione, cioè dal così detto modulo. Il teo- 
rema di Eulero stabilisce relazioni soltanto Ira integrali 
dello stesso modulo. Il primo esempio di una relazione tra 
integrali di modulo differente, fu dato da posteriore sco- 
perta fatta da Landen , e in forma alquanto diversa da 
Lagrange . Per questa scoperta un integrale ellittico può 
essere trasformalo in altro integrale della stessa specie con 
una semplice sostituzione algebrica. 

È gloria non peritura di Legendre di aver riconosciuto 
Delle menzionate scoperte un ramo importante di Analisi 
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e di avere atteso qaasi tutta la vita ad elevare sopra questi 
foDdamenti una teoria indipendente , che comprende tutti 
quegl'integralt, nei quali non é contenata altra irraziona- 
lità, tranne una radice quadrata, sotto la quale la varia- 
bile è di ^ado non superiore al quarto. Ealero aveva 
già osservato con quali modificazfoni il suo teorema po> 
leva applicarsi a tale specie d'integrali; Legendre partendo 
dal felice pensiero di ridurre tatti questi integrali a forme 
canoniche fisse, riusci a questo che esse si riducono a tre 
specie affatto differenti fra loro; risultalo di tanta impor- 
tanza al perfezionamento della scienza. Net sottoporre po- 
scia ogni specie a diligente esame, egli scopri molte delle 
loro più rilevanti proprietà , delle quali particolarmente 
quelle che appartengono alla terza specie, erano molto re- 
condite ed ingombre da non poca difficoltà. Solo colla più 
tenace perseveranza, che persuase a questo gran matema- 
tico di ritornare più volte sullo stesso soggetto, potè egU 
vincere quelle difficoltà, le quali, riguardando alle condi- 
zioni della scienza in quel tempo, dovevano apparire quasi 
insuperabili. 

La teoria , come la trovarono Àbel e Jacobi , presen- 
tava parecchie deduzioni assai oscure , che non potevano 
chiarirsi coi princìpii allora conosciuti. Cosi, per menzìo> 
narc una di coteste deduzioni, si era trovalo che il grado 
dell'equazione formata con l'aiuto del teorema di Eulero, 
dalla cui soluzione dipende la divisione degl' integrali el- 
littici, non è uguale al numero delle parti come nell'ana- 
loga quistione della divisione del cerchio, ma al quadrato 
di questo numero. Il significato delle radici reali , il cui 
numero si accorda con quello, era manifesto; per contra- 
rio le numerose radici immaginarie dovevano apparire af- 
fatto inesplicabili. Ma prima di Abel e di Jacobi, a ninno 
cadde in mente che in ciò si occultasse un qualche segre- 
to; e fu ad essi riserbato di maravigliarsi di questi e si-> 



3vGoo(^lc 



( 350) 
nili risulUtt, ta qual cosa nelle matematiche, come nétte 
altre scienze, é già nna mezza scoperta. 

Comunqae la trasformazÌDae della teorica delle funzioni 
ellittiche, dovuta ad Abel e a Jacobi, sìa risultata dall'a- 
zione simaltaaea di parecchi pensieri efae si aiutano re- 
ciprocamente, pure a ine soltanto di questi pensieri sem- 
bra che debba attribuirsi maggiore importanza , essendo 
essi quelli che penetrano ìntimamente tutte le parti della 
nnova teoria. Mentre coloro che si erano precedentemente 
occupali di questo soggetto riguardavano l'integrale ellit- 
tico della prima specie come funzione del suo limite, Abel 
e Jacobi riconobbero, l'uno indipendentemente dall' altro , 
(benché il primo alcuni mesi innanzi), la necessità dì con- 
siderare per opposto come funzione dell'integrale il limite 
e dae quantità che ne dipendono, le quali sono così stret- 
lemente unita ad esso come il seno al coseno ; nel modo 
stesso che le più importanti proprietà delle trascendenti 
che dipendono dal cerchio si erano ottenute considerando 
il seno e il coseno come funzioni dell' arco , e non già 
questo come funzione di quelli. 

Un secondo pensiero , comune a Jacobi e ad Abel , il 
pensiero cioè d'introdurre l'immaginario in questa teoria, fu 
di ancor maggiore importanza; e Jacobi poi spesso affermA 
che la sola introduzione delle quantità immaginarie ha 
sciolti tutti ^i enigmi dell'antica teoria. Se vecchia espe- 
rienza non ci ammaestrasse che assai di sovente ci appa- 
risce ultimo quello che a noi è più da presso , dovrebbe 
sembrarci straordinario che un siffatto pensiero fosse sfug- 
gito ad Eulero, fra i più bei trovati del quale si novera 
quello di aver condotta la teoria delle funzioni circolari , 
trattandole come grandezze esponenziali immaginarie , a 
tal grado di semplicità e di estensione, che quasi tutta 1' 
Analisi n' ebbe a sperimentare una trasformazione essen- 
ziale. 
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Mentre Abei e Jacobi introducevano rimmagihario nelle 
funzioni aommentOTale , ottenute per via della trasforma- 
aioue dell'integrale ellittico di prima specie, e dette esclu- 
sivamente funzioni eltitlicbe, secondo l'odierna fenninolo- 
yia, riconobbero che tali funzioni partecipano della natura 
.^lle funzioni circolari , ed in&ieme di quelle delle espo- 
nenziali, si che mentre le prime sono periodiche solo per 
valori reali dell'argomento e le ultime solo per valori im- 
maginarii, le funzioni ellittiche rinuiscono in se entrambe 
le specie di periodicità. 

Postisi sopra un nuovo terreno per virtù di questo con- 
cetto fondamentale, Abel e Jacobi rivolsero le loro ricer- 
che verso due differenti regioni della teoria. Abel mirò al 
problema che ha per oggetto la moltiplicazione e divisione 
degl'integrali ellittici; e mentre con l'aiuto del principio 
del doppio periodo penetrava bene addentro nella natura 
delle radici dell' equazione da cui la divisione dipende , 
giungeva alla scoperta afTatto inaspettata, che la divisione 
generale dell'integrale ellittico, con limite arbitrario, può 
essere effettuata sempre algebricamente , cioè per via di 
semplici estrazioni di radice, ogni qualvolta si presupponga 
già eseguita la divisione particolare del cosi detto integrale 
completo. Questa divisione particolare sembra possibile so- 
lamente per modali speciali, fra i quali il più semplice è 
quello che corrisponde alla lemniscata. Nel dare la solu- 
zione del problema per questo caso speciale , egli mostrò 
che la divisione dell'intera lemniscata è al tutto analoga a 
quella del cerchio, e può essere effettuata per via di una 
costrDzioae geometrica negli stessi casi in cui essa divisione 
é possibile pel cerchio, secondo la bella teoria data 25 anni 
prima da Gauss. 

Intorno a quest'ultimo lavoro di Abel è a richiamarsi una 
singolarità storica degna di menzione. Nell'introduzione all' 
nltiraa sezione delle « Dtsq. arilh. » , consacrata alla di- 
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visione del cerchio, Gauss aveva osservato, di passaggio , 
che lo stesso priacipio, sa cui poggia ia divisione del cer- 
chio, é applicabile altresì a quella della lemniscata. Infatti 
la Memoria di Abel satla divisione della lemniscata è fon- 
data essenzialmente sul principio di Gauss, secondo il quale 
le radici dell'equazione da risolvere debbono disporsi in 
OD circolo, si che ciascuna dipenda dalla precedente alla 
stessa maniera. Ma se, per la divisione del cerchio, te pro- 
prietà già note delle funzioni trigonometriche bastavano 
per disporre le radici secondo il principio di Gauss , nel 
caso della lemniscata era necessario, non che alla disposi- 
zione al riconoscerne la sola possibilità, dì penetrare molto 
addentro nella natura delle radici; il che soltanto per virtù 
del principio della doppia periodicità poteva ottenersi. La 
qual cosa, mercè codesta Memoria di Abel, forma per Gauss 
una testimonianza solenne come egli , andando innanzi ai 
suo tempo, avesse già fin dal cominciare del secolo, rico- 
nosciuto il principio del doppio periodo. Tuttavia siffatta 
testimonianza, essendo emersa soltanto dai posteriori lavori 
di Abel, non menoma in nion modo il dritto di questi e 
di Jacobi a tale trovalo. 

Le ricerche di Abel, oltre i già menzionati risultati re~ 
lativt alla divisione, ebbero ancora per conseguenza un'al- 
tra scoperta, non meno importante. Ponendo eguale all'in- 
finito il moltiplicatore che si presenta nelle formole per vìa 
delle quali egli aveva rappresentate le funzioni ellittiche 
di un argomento multiplo mercè le funzioni dell'argomento 
semplice, egli ottenne espressioni di sommo rilievo per le 
funzioni ellìttiche in forma di serie infinite, come pure di 
quozienti di prodotti inliniti. La qual scoperta è per l'ana- 
lisi di ancora maggior momento che non la risolubilità al- 
gebrica dell'equazioni per la divisione indicata dal mede- 
simo Abel. 

Al tempo stesso che Abel proseguiva' queste bello ricer- 



3vGoO(^lc 



( 353 ) 
che, Jacobi travagliavasi intorno ad altre parli dello stesso 
soggetto, di non minore rilievo. La sostitazione ricordata di 
sopra, per la quale nn integrale ellittico sì trasforma in 
un altro della stessa forma, era sin'allora Vnnica della sua 
specie. A dir vero Legendre, non molto prima del tempo 
in cui Jacobi rivolse la mente intorno a questo soggetto , 
aveva trovato una seconda trasformazine dell'integrale el- 
littico; ma questa seconda trasformazione, che a luì parve 
nUima, non era conosciuta in Germania, e quindi non al- 
trimenti che per una rara acutezza di mente potevasì de- 
durre da un anello visibile l'esistenza di una catena infi- 
nita, e ricbiedevasi grande ardimento per proporsi a pro- 
blema la disamina della natura dì cotesta catena. 

Una induzione felice, nella quale ebbe parie principale 
il sottile e afTatto nuovo pensiero di considerare la trasfor- 
mazione e la moltiplicazione da un comune punto di vi- 
sta, e l'ultima come caso speciale della prima, condusse Ja- 
cobi a presentire che funzioni razionali di ogni grado sie- 
no atte a trasformare un integrale ellittico in un integrale 
.delia stessa forma. E ciò venne subito confermato dal fatto 
che il nnmero dei coefficienti arbilrarii, dei quali si poteva 
disporre per ogni grado, bastava per soddbfare a tutte le 
condizioni necessarie affinché l'integrale trasformato fosse di 
forma analoga al primitivo. Ma comecché una cosi sem- 
plice maniera di considerare la qnistione, non potesse la- 
sciar dubbio sulla possibilità della cosa, restava par sem- 
pre a fare un gran passo per riconoscere l'intima natura 
analitica dell'espressione fratta appropriala alla trasforma- 
zione. Di qual specie fossero le difficoltà da vincere, e per 
vìa di quali ingegnose considerazioni Jacobi le vincesse , 
non può essere qui dichiarato; come pure non mi é con- 
sentito enumerare le importanti conseguenze che risultavano 
dal problema compiutamente risoluto. Fo menzione soltanto 
del risultato notevole di-siOatta ricerca; cioè che la mol- 
AunaU dt Seienxe JUat. e Fit. T. VII. tettembre itm. 23 
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tiplicazione può essere coB^8(a sempre di due trasfar- 
maziooi. 

Mentre Abel e Jacobi a qae&to modo venivano perfezio- 
nando contempoirane«Biea(e la teoria per due diverse dire- 
lioni, sembrava cbe la fortuna volesse comparlire eguale 
ai dne giovani emuli l'ooore del progresso; perocché il mo- 
do onde uno mandava innanzi il trovalo dell'altro, $1 (o^to 
ch'era noto, non lascia dubbio che ciascuno di essi avrebbe 
da se solo compiuto l' intero progresso se 1' altro non lo 
avesse preceduto in una parte del lavoro. 

Jacobi nelle sue ricercbe aveva preso le mosse dalla sup- 
posizione che nella trasformazione la variabìb primitiva 
fosse espressa razionalmente per via della nuova. Abel 
svolse il problema nella ipotesi più generale cbe tra le due 
variabili abbia luogo una qualche equazione algebrica , e 
riuscì al risultato che il problema, portato a tal grado di 
generalità, puè sempre essere ridotto al caso speciale da 
Jacobi così compiutamente esaminato. 

Con non minftre successo Jacob! eutrò a trattare la teo- 
rica della divisione generale data da Abel. La maniera colla, 
quale Abei aveva risoluto il problema , mostrava , a dir 
vero, che le radici sono sempre esprimibili algebricamente, 
ma per l'effettiva rappresentazione delle stesse esìgeva la for- 
mazione di certe relazioni simmetriche delle radici, la quelle 
poteva conseguirsi solo in ciascun caso particolare. Jacobi 
da un nuovo principio, che bentosto saremo per accennare, 
dedusse l'espressione definitiva delle radici accomodate «d 
ogni grado, e formata immediatamente dai dati del prt^lema; 
e questa espressione ha su quella di Abel eziandio il vait- 
tflggìo di una forma motto più semplice. Jacobi sperò sodr- 
prend«re Abel con questo risultalo che perfesioaava la ae- 
Iu4ieae del problema della divifiione e ch'egli fece di po^ 
blica ragione in udii breve Nota: naque«la speranza reìOò 
delusa. Abel era morto, neil'elà di anni 27, cioè circa due 
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anni depo U pobliiicaiiolie del suo primo lavoro sulle fnn- 
zioni ellittiche. La morte aveva si presto troncata la splen- 
dida carriera di questo intelletto vasto e profondo! 

Le ricerche posteriori di Jacobi sulle trasoeadenti eliil- 
liche , come anche l'ultima tette meniiunata, traggono ori- 
gine da un pensiero al quale, per ì suoi risnltamenti, deve 
forse assegnarsi il primo posto fra i concetti di lui. Questo 
pensiero fu d'introdurre nell'Analisi, come trascendente in- 
dipendente, i prodotti infittiti, per i cui quozienti, Àbel aveva 
espresso le funeioni ellittiche. Quando gli riuscì di porre 
sotto forma di serie cotesti prodotti, che del resto vanno 
considerati tatti di uatura identica e casi particolari di una 
gola trascendente, egli riconobbe una funzione presentatasi 
già ai geometri francesi nelle ricerche di Fisica male- 
malica. Perù mentre qui la delta funzione era slata quasi 
negletta e solo una delle sne proprietà era stata arvertiia, 
Jacobi la aollopose ad un profondo esame , ne riconobbe 
la natura analitica e la introdusse nella teoria de^' inte- 
grali di seconda e terza specie. La qua) cosa ebbe per ef- 
fetto non solo la cogniiione della già nota, ma iscrfata pro- 
prietà dfirintimo legame di quesl' integrali , ma anche la 
rilevante scoperta che gì' integrali di terza specie dipen- 
denti da Ire elementi, possono essere espressi per ria delia 
nuova trascendente che ne contiene s(Uam«nte due. 

Jacobi, nelle sue lezioni, soleva tM-re a fondamento dell'in- 
tera teorica la considerazitme di questa funzione ; lo che 
Bon solo apportò grande semplicità e chiarezza nell'esposi- 
zione di questo soggetto, ma offri ancora un modello ad altre 
ricerche posteriori che saranno da noi più sotto. 

E ninno vorrà rifiutare a questa funzione il primo grado 
d opo le trascendenti elementari già da lungo tempo accettate 
Della scienza, ove si rìHetta a queste tre cose; cioè ch'essa 
domina tutta la teorica delle trascendenti efliltiche; che Ja- 
cobi ha dedotto dalle proprietà di quella, importanti teo- 
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remi della più alta aritmetica} e infine che essa sfessa ha 
parte principale in molle applicazioni, fra le quali ricor- 
deremo solamente la rappresentazione del moto di rotazione 
data per via di questa trascendente, ch'è uno degli ultimi 
e più bei lavori di Jacobi. È singolare cbe una funzione 
di tanto momento, non abbia ancora altro nome se non quello 
della trascendente 6, datole per caso dallo stesso Jacobi nei 
suoi primi laTorì.Onde i matematici adempirebberoad un do- 
Tere di riconoscenza, se si accordassero a mutarlo in quello 
dell'illustre matematico, per onorare la memoria dell'uomo 
fra le coi scoperte più belle è da noverarsi quella di avere 
primo riconosciuta la natura e l'alta importanza di cote- 
sta trascendente. 

- I menzionati lavori di Abel non sono gli unici né i più 
rilevanti fra quelli di cui la scienza va debitrice a questo 
eminente matematico. La sua maggiore scoperta é conte- 
nuta in una proposizione, che porta il suo nome, impron-. 
tata del sno straordinario intelletto, di cui la proprietà spe^ 
ciale si era di trattare le quistionì scientifiche abbraccian- 
dole nella loro più vasta generalità. 
. Il teorema di Eulero, di che abbiamo sopra favellato -^ 
io parlo qui del teorema considerato come principio, e non 
già delle conseguenze che se ne sono dedotte, le quali di 
giorno in giorno più si vengono esplicando — formava al- 
lora, nel giro del domìnio a cui appartiene, il limite della 
scienza , e per varcarlo invano si erano alTaticali Eulero 
stesso, Lagrange e altri pr«decessori di A.bel. Quale am- 
mirazione deve quindi produrre una scoperta che, com-t 
prendendo gl'integrali di qualunque funzione algebrica, ne 
rivelava la proprietà fondamentale ? 

Legendre chiama il teorema di Abel un monumentwA 
aere perennius, e Jacobi nota « come esso esprima in sem- 
plici forme, e senza apparato di calcolo, i pensieri mate- 
matici più profondi e più fasti; e fosse la maggiore sco> 
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perla matematica dei nostri tempi, com.uaque tùtia la sua 
importanza non possa venire resa manifesta che soltanto da 
an nuovo e grande lavoro, forse ancora loatano, h 

Qaesto lavoro è già cominciato, e Jacobi ne ha avuto la 
parte principale. 

Il pensiero di considerare negl'integrali abeliani le fnn- 
Eioni inverse, come con tanto successo si era fatto per gì' 
integrali ellitticij apparve ben presto ineseguibile e com- 
plicato di inestricabile contradizione. Ed invero Jacobi ri- 
conobbe subito che queste funzioni inverse dovevano avere 
quattro periodi e ancora più ; quando è noto che uaa fun- 
lione analitica uniforme e continua allorché non passa per 
l'infinito, come le funzioni ellittiche e circolari , ammette 
due soli periodi. Anche qui un nuovo e recondito pensiero 
richiedevasi, perchè il teorema di Àbel.non restasse infe- 
condo, e perchè divenisse il fondamento di una grande teo' 
ria analitica. 

Jacobi, dopo essersi per più anni affaticato intomo a qne^ 
sto soggetlo ed averlo esaminato per tutti gli aspetti, trovò 
finalmente la soluzione dell'enigma nell'osservazione che in 
questo caso debbono considerarsi contemporaneamente quat- 
tro più integrali, dai quali, per via d'inversioni, vanno 
dedotte due o più funzioni di un egual numero di argo* 
menti. Egli fece nota questa divinazione in una Uemoria 
di dieci pagine, alla quale, due anni dopo, ne venne die- 
tro una più vasta, in cui appariva nella sua più chiara 
luce ta natura analitica di queste funzioni inverse. 

Comunque la rappresentazione di queste funzioni , tro- 
vata posteriormente, non appartenga a Jacobi , ma a due 
matematici più giovani di non comune ingegno, tuttavia io 
debbo far menzione di questo importante progresso, da che 
l'influsso di Jacobi vi apparisce evidente. GOEPEL eRO- 
SENHAIN , togliendo a modello la sopraccennata seconda 
trattazione della teoria delle funzioni ellittiche, hanno posloa 
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fondamenlo dei loro bei lavori la considerazione delle se- 
rte infinite, la cni legge di formazione è più generale, ma 
delia stessa natura di qaella della serie per la quale viene 
espressa la fanzione Jacobiana. 

Benché nell'esposizione delle scoperte di Jacobi, nel eaoE- 
po delle trascendenti elHltiche ed abeliane , Ìo mi sia ri- 
stretto a rilevare le cose più calminanti, tuttavia essa é riu- 
scita cosi ampia che mi è fona rìassamere qai brevemente 
le altre investigazioni di Jacobi , trascurando molti lavori 
concernenti solo qaistioni speciali e intesi al perfeziona- 
mento delle particolarità della scienza. 

Abbiamo già innanzi mentovato , come appartenente ai 
primi lavori del Jacobi, le ricerche di Ini snlla divìsioiie 
del cerchio e l'applicanone di questa all'alta Aritmetica. In 
cosiffatte ricerche, a cui egli pose a fondamento la forma, 
che Lagrangs aveva dato alta loluzione dell' equazioni bì- 
nomie, già trovata pel primo da Gauss, s'incontrò in alcuni 
risaltati col gran matematico Cauchj, il quale occopavasi 
contemporaneamente di simili ricerche. E quando questi , 
dorante i) primo soggiorno di Jacobi in Parigi, pubblicò 
un estratto dei suoi lavori, fece di ciò speciale ricordanza. 

Cauch; dalla divisione del cerchio aveva dedotto questo 
bel teorema; tutti i numeri primi che divisi per od dato 
nomerò primo o per il quadruplo dello stesso, danno per 
resto l'unitii, elevati ad una data potenza il cni esponente 
dipendo semplicemente dall'altimo numero primo, vengono 
rappresentati per via della cosi detta forma quadratica prin- 
cipale, che ha per determÌKant4 Ìl dato numero primo preso 
negativamente. Or Jacobi ricavò do questo teorema il pro- 
sentimento che quell'esponente dobba accordarsi col namero 
delle forme quadratiche , diverse le une dalle altre , che 
corrispondono al menzionato determinanU. E poiché questo 
presentimento si confermò in tutti gli esempi numerici , 
cosi egli non ebbe difficoltà a pubblicare questa osserva- 
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tioDe in Dna breve Nota, lo mi son credato in debito , 
iepo U verbale eoBiunicszìooe cbe a me ne fece lo itesio 
lacobi, di mensioiiBre, eoo» eaempio di sagace ÌDduziane« 
l'orìgine rimasta sioora ignota di questo risaltato; bencbé 
la dimostrazione esatta dello stesso non sembra poter essere 
fondata Balla divisione del cercbio, ma esigere princìpii af- 
fatto diversi, tolti si calcolo integrate e alla teorìa delle 
serie, i quali sono itati posteri6rmente introdotti nella 
scieniat 

Aveva Gaass, nel 1432, pnbblieato una seconda Memo- 
ria sopra i resti biquadratici; la qoale levò grido pel pro- 
fondo pensiero di trattare i numeri interi complessi nell' 
Aritmetica stlperìore, alla stessa guisa che i numeri reali, 
e per la legge di reciprocità ivi stabilita, e che ha luogo 
nella teoria dei resti biquadratici tra due nomerì compies- 
si. Or siffatta Memorìa porse occasione a Jacob! di ripren- 
dere le sue precedenti ricerche , e gli riusci di dedurre 
con grande semplicità dalla divisione del cerchio non solo 
il bel teorema di Gauss, già mentovato, ma ancora altro si- 
mile che si riferisce ai resti cubici. 

Béncbè le dette ricerche ed altre che vi hanno relazio- 
ne, delle quali a me non é dato indicare neppure il tìtolo, 
fossero da Jacob! completamente scrìtte negli anni 1836-39, 
pore egli non si seppe risolvere mai a farle di pubblica 
ragione. La sua esitazione nasceva dal desiderio di rendere 
pia generali taluni risultati; al che egli non ba trovato agio 
saffleiente, occupato com'era in tanti altri lavori. Una parte 
delle sue ìnda^ni, e particolarmente la dimostrazione, già 
accennata, della legge di reciprocità sono pervenute a co- 
gnizione di alcnbi matematici tedeschi per mezzo delle le- 
zioni stenografate sulla divisione del cerchio e la sua ap< 
plieazione alta teoria dei numeri, che egli tenne a Koeni- 
sberg nell'inverno 1836-37. 

Un'altra ricchissima sorgente per l'Aritmetica raperion 
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Jacobi ha trovalo nella teorìa delle funzioni ellittiche, dalla 
quale ha dedotto vani bei teoremi, di cui laluoi hanno per 
oggetto di mostrare in quante maniere ano stesso numero può 
decomporsi in 2, 4, 6 e 8 quadrati; ed altri riguardano i 
numeri che sono contenuti simultaneamente in più forme 
quadratiche. Questi rilevanti acquisti della scienza sono un 
frutto della soprammentovata introduzione della funzione 
Jacobiana nella teoria delle trascendenti ellittiche. 

Jacobi si è più volte occupato della determinazione e ri- 
duzione degl'integrali doppi e multipli. Piacemì qui in ispe- 
cialità ricordare il semplice metodo per vìa del quale egli 
riduce la determinazione della superficie di una ellissoide 
ad assi ineguali agl'integrali ellittici di prima e seconda 
specie > riduzione che Legendre , di cui è una delle più 
belle scoperte , aveva conseguito giovandosi di proprietà 
molto recondite degl'integrali di terza specie. In un'altra Me- 
moria Jacobi estese agl'integrali doppi il teorema di addi- 
zione di Eulero, e poco appresso osservò che di simile e- 
stensione è anche capace il teorema di AbeL 

Soltanto una parte dei lavori dì Jacobi intorno a quest» 
ramo del Calcolo integrale è stata pubblicata. Una estesa 
Memoria sull'attrazione dcirellissoide, benché da lungo tem- 
po quasi compiuta, è sinora restata inedita e conosciuta solo 
per via di accidentali comunicazioni. Nell'intendere a questo ' 
problema, gli venne fatto trovare il bel teorema , già ot- 
tenuto contemporaneamente da Poissou, in virtù del quala 
r attrazione di uno strato infinitamente sottile , limitato 
da due ellissoidi concentriche ed omotetiche, sopra un punto 
esteriore, può conseguirsi senza segno integrale^ Jacobi non 
fece mai pubblica menzione di questa circostanza , non 
ostante che avrebbe potuto benissimo invocare la testimo- 
nianza di parecchi matematici, ai quali aveva già comuni- 
cato il teorema, innanzi che fosse comparso il primo an- 
nunzio della Memoria di Poisson. . 
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Alle già esposte ricerehe si unisce' un altro lavoro di la- 
cobi, il quale, a causa dei suoi sorprendenti risultati, non 
può passare qui inosservato. Maclaurin, come é noto , ha 
per il primo dimostrato il seguente teorema : la figura di 
equilibrio di una massa liquida omogenea, animata da uh 
moto di rotazione uniforme intorno ad un asse fisso, e di 
cui te molecole si attirano l'an l'altra con una forza reci- 
procamente proporzionale ai quadrati delle distanze, è quella 
di una ellissoide di riTolnzione, se tale é la forma primi- 
tiva della massa fluida. D'Alembert e Laplace completarono 
questo bel risultamenlo, dimostrando che a ciascon valore 
della velocità angolare di rotazione, ch'é al disotto di un 
certo limile, corrispondono due sole figure di equilibrio , 
le quali sono tutte e due comprese fra le ellissoidi di ri- 
voluzione. Lagrange sembra essere stato il primo che ab- 
bia presentito la possibilità che anche una ellissoide a tre 
assi ineguali possa soddisfare alle condizioni di equilibrio; 
almeno questo gran matematico trattando siffatto problema, 
nella sua Meccanica analitica, parte da formolo che val- 
gono per una ellissoide qualunque. Ma dalle due equazio- 
ni ottenute a questa guisa, e nelle quali i due assi equa- 
toriali sono contenuti simmetricamente , egli stimò poter 
dedurre, come conseguenza di questa simmetria, che que- 
gli assi debbono essere eguali, mentre ciò permetteva solo 
si affermasse che essi possono essere eguali, nel qual caso 
le due equazioni si riducono ad una, che si accorda con 
qnella trovata prima da Maclaurìn e discussa da d'Alem- 
bert e da Laplace. 

L'autore di un noto trattato, che, seguendo nell'esposi- 
zione di questo soggetto le tracce di Lagrange , accompa- 
gnava l'accennata concbiusione con la parola necesaariamentej 
risvegliò prima il dubbio di Jacobi; il quale, considerando 
più da vicino e con maggiore esattezza quelle due equa- 
zioni, trovò bentosto, a grande maraviglia sua e certo di 
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tutlt i matematici, che nncfae una ellissoide a tre assi ioe- 
giuli può soddisfare alle condizioni di equilibrio. 

Le ricerche intorno all'attraiione dell'ellissoide indussero 
Jacobi s volgere la sua attenzione sulle superficie di se- 
condo grado; e dobbiamo a questa occasione ia conoscenia 
di parecchie interessanti proprietà e una genesi elegantis- 
sima di queste snper6cie. I limiti a me imposti mi sfor- 
zano a restringermi a questo annunzio, e ad indicare i ri- 
manenti lavori di Jacobi intorno alia Geometria solo pel tr- 
tolo. Quindi io nomino soltanto la Memoria sopra un pro- 
blema di Geometria elementare, che prima di lui era stalo 
trattato in casi particolari , e la cui compiuta solutione 
egli deduce dalla teoria delle trascendenti ellittiche^ le sue 
ricerche sul numero delle tangenti doppie delle curve al- 
gebriche; ed alcune piccole Memorie, nelle quali, per ria 
puramente sintetica e con grande semplicità, egli dimostra 
alcuni teoremi sulla curvatura delle superficie e sulle linee 
geodetiche. 

Fra le ricerche di maggiore momento di Jacobi debbono 
noverarsi quelle sulla Meccanica analitica. Hamilton aveva 
fatto la scoperta notevole che l'integrazione dell'equazioni 
differenziali della Meccanica, si può sempre ridurre alla so- 
luzione di due equazioni simultanee a differenze parziali ; 
ma questa scoperta , comunque dovesse apparir degna dì 
osservazione, rimase infeconda sino a che Jacobi uon la li- 
berò da una inutile Complicazione , mostrando che la so- 
luzione da trovare bastava soddisfacesse ad una sola delle 
due equazioni a differenze parziali. Per citare una fra (e 
numerose applicazioni dì questa teoria, portata a siffatto 
grado di semplicità, diremo com'egli trattasse il problema, 
ancora non risoluto, di determinare la linea geodetica so- 
pra un'ellissoide a tre assi ineguali; e come, giovandosi di 
Un istrumento analitico, già prima nelle sue mani manife- 
statosi eflScacissimo, e che ora va sotto il nome di coordi- 
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naie ellilticfae, gli riuscisse integrare quella equazione a 
differenze parziali, e dare l'equtzìoDe della lìnea geodelicft 
solto (a forma di una relazione tra due )at«grali abeliant. 
Questa scoperta di Jacobì 4 divenuta la base di tino dei 
più bei capitoli della geometria superiore, che matematici te- 
deschi, francesi e inglesi hanno rivaleggiato a perfezionare. 

II legame che abbiamo indicato esistere tra un sistema 
di equazioni differenziali ordinarie ed una sola equazione 
a differenze parziali, condusse Jacohi a riprendere lo studio 
della teoria dell'equazioni a differente parziali, della quale 
egli si era occupato in una delle sue prime Memorie sol 
meltido di Pfaff. Questo geometra aveva trovato che per in- 
tegrare ana equazione a differenze parziali qualunque con 
un numero qualsivoglia di variabili, bisognava integrare 
completamente una serie di sistemi di equazioni differenziali 
ordioarie. Jacobi traendo profitto dal legane auaccenaato, 
mostrd come l'integrazione del ;>ri»io dei sistemi conside- 
rato da Pfaff era sufficiente per l'oggetto. 

Della stessa natura è il perfezionamento, che il Calcolo 
delle Variazioni deve a Jacobi. È noto che rannnllamento 
della prima variazione è condizione neceisarta ma non mffi~ 
eitnte dell'esistenza dì un massimo o dì un minimo e che 
solo dalla natura della seconda variazione si può dedurre 
nn criterio per giudicare se ha luogo un massimo un mi- 
nimo ovvero né l'uno né 1' altro. La teoria come la trovò 
Jacobi richiedeva per la discussione della seconda variazione 
nuove lolegrazioni dopo quelle volate dall' annullamento 
della prima variarione; il geometra di Koenisberg mostrò 
che é sufficiente effettuare queste ultime integrazioni, poi- 
ché esse contengono le altre. 

Se l'indirizzo sempre più manifesto dell'analisi modenm 
é di sostituire pensieri ai calcoli, vi ha nondimeno alcune 
parti nelle quali il calcolo ripiglia le sue ragioni. JacObi, 
che a cosiffatto Indirizzo ha t4nto contribuito, fece da va- 
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lente ch'egli era nella parte tecnica, cose degne di ammi- 
razione anche da questo lato. Il che è provato dalle sue 
Memorie sulla trasformazione delle funzioni omogenee di 
secondo grado; sull'eliminazione; sopfa i valori simultanei 
che soddbfano ad un sistema di equazioni algebriche; sulla 
inversione delle serie e sulla teoria dei determinanti- E ri- 
spetto a quest'ultimo capo sì deve a lui una compiuta teo- 
ria dell'espressioni ch'egli designò col noiue di determinane 
funzionali. Nel tener dietro all' analogia di queste espres- 
sioni coi coefficienti differenziali, egli riuscì ad un princi- 
pio generale, che chiamò principio dell'ultimo mollipUca- 
tore. Questo principio dà il mezzo di effettuarti t'ultima 
integrazione in quasi tutti i pr<ri)lemi d'integrazione che si 
presentano nelle applicazioni, perchè somministra a priori 
il fattore integrante necessario. 

L'efficacia che Jacobì esercitò sui progressi della scienza 
apparirebbe incompiuta, se io non parlassi di quella ch'ebbe 
nella qualità di pubblico maestro. Non era il suo ingegno 
fatto per ripetere quel che già altri aveva detto; onde te 
sue lezioni , tutt'altro che elemenlari , spaziavano soltanto 
per quelle parli della scienza , nelle quali egli stesso era 
stato creatore ; vale a dire offrivano ampia e ricca messe 
di svariate dottrine. Il suo insegnamento procedeva chiaro, 
non di quella chiarezza che spesso è anche comune a mez- 
zano intelletto, ma bensì di una chiarezza di più alta specie. 
Innanzi tutto egli s'ingegnava ad esporre i pensieri diret- 
tivi , che sono fondamento di ogni teoria ; ad eliminando 
ogni artificio, conduceva la soluzione del preblenu per uno 
svolgimento così naturale, che nei suoi ascoltatori nasceva 
speranza di quasi poter creare qualche cosa di simile a 
quelle che udivano. Il modo facile ond' ei trattava i più 
difficili argomenti , davagli ragione di poter incoraggiare 
i suoi uditori, assicurandoli che essi avrebbero solamente 
a passare per una serie di pensieri atfotto semplici. 
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Straordinario fu it successo di cosiffatto insegnamento, 
come mi sono ingegnato ritrarlo e come solamente uno spi- 
rito creatore può dare. Se oggidì in Germania la conoscenza 
dei metodi analitici è assai più diffusa che non per lo ad- 
dietro, se gran numero di giovani matematici ampliano ed 
arricchiscono la scienza per tutti gli aspetti, Jacobi ha parte 
principale « questo felice risultato. Quasi tutti sono slati 
suoi scolari; fu raro che gl'ingegni che Tenivano nascendo 
sfuggissero alla sua attenzione ; a niuno che fosse da lui 
conosciuto, è mancato nel consiglio e la sua sollecitudine 
incoraggiante. 

lo mi sono sforzato sinora di rappresentare Jacobi come 
insigne scopritore ed efficace maestro. Se io mi facessi ora 
a ritrarlo quale egli appariva fuori il giro delle materie 
scientiBche a coloro che non coltivano le discipline mate- 
matiche, io debbo far notare come fosse fondamento di sua 
natura il vivere interamente nel mondo del pensiero } e 
come questo fosse divenuto per lui uno slato abituale e 
quasi seconda natura , mentre per la maggior parte degli 
nomini anche insigni esige uno sforzo particolare. Se ta- 
lora qnalche cosa nella vita o nella scienza veniva a sve- 
gliare la sua attenzione, egli non riposava, in sino a che 
non r avesse ridotta a pensiero proprio. AH' operosità in- 
tellettuale più instancabile accoppiava cosi rara memoria, 
che tutte le cose ond'erasì una volta occupalo, egli poteva 
subito richiamare alla mente, e volgerle a profitto. 
' Il ricco patrimonio di scienza e di pensieri propri che 
continuamente era a disposizione di Jacobi, una singolare 
Tersatililà d' ingegno ond'ei sapeva adattarti a qualunque 
età e qaalunqne intelligenza, e una maniera di esprimersi 
arguta e faccia, attiravano al gran matematico, anche nel 
conversare, insolila considerazione^ la quale veniva anche 
accresciuta dalla sollecitudine con che accondiscendeva a 
brattare quistioni scientifiche all'improvviso. E questa sol- 
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lecitodÌRe moveva dalla natura stessa itella saa mente, che 
trovava particolaro soddisfaiione nal vincere le dij&coUà, 
e quindi piaceva» del rendere altrui intelligibiU» cor sein- 
pliei ed accomodale conaiderazìoni, le quìstioBi scientificbe. 
E per fare a questo modo gli faceva solanieate mestieri dì 
avere la convinzione che quelli cui quali s' iatratteneva « 
stessero con tutto l'animo rivolti alle cose ohe diceva. Che 
se al contrario gli paresse osservare non più che Una spen- 
sierata curiosità, o slvvero udisse manifestarti con sussiego 
opinioni recisa da tali che giammai si erano creduti ne(- 
l'obbligo di coltivare il proprio spirilo, allora la pazienza 
gli veniva meno, ed avea costume di troncare la conver- 
satione con nna qualche osservazione ironica, e talora anco 
mordace. Molti hanno fatto rimprovero a Jacobì 4cl|'aver« 
ostentato troppo, in tali emergenze» la coscievz* delle sue 
forze intellettuali; ma quelli che cosi lo giadicarono avreb- 
bero forse mutato parere se avessero sapulo il ptezio c<H 
quale egli aveva acquistato il dritto di avere nua tal co- 
scienza di se stesso. Una lettera del 1824 , quando Ja- 
cobi, ancora affatto sconosciuto , non poteva avere alcuno 
interesse a ritrarre le sue lotte intellettuali «o« colori esa- 
gerati, contiene i seguenti brani, che io comunico qui te- 
stualmente per rendere completo il ritratto di questo nomo 
straordinario. Jacobi, allora ventenne, si occupava da circa 
un anno quasi esclusivamente di stndii matematici. 

n É un aspro lavoro quello che io ho fatto, è un aspro 
lavoro quello del quale io cono occupato. La diligenza e 
la nenoria ntm valgono qui sole per conidurre alla meta; esse 
sono serve subordinate alla mente che medita. Ma questa 
meditazione ostinala che travaglia il cervello, richie<k mag- 
gior forza di qualunque altro studio assiduo e durevole. 
Perciò se un continno esercizio di questa facoltà mi ba 
fallo conseguire un certo grado di forza, non sì creda che * 
d'alcun felice dono di natura io n'ebhi agevolata la via. 
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Aspre, assai aspre fatiche mi é toccato Hostenere, e 1' an- 
goscia 4el peDsiero ha for|eme&le più i' usa fiata scosso 
U mia salute. A. dir vero la coscienza delle forze ottenute 
dà la più bella ricompensa del lavoro , e quello iacorag- 
giamenlo eh' é necessario a perseverare e non venir meno. 
Uomini senza peqsiero , ai quali cotesto lavoro e cotesta 
CQScìenzit son cose affatto ignote, cercano vilipendere que-, 
ala consolazione , che sola può non farci cadere 1' animo 
traverso al difficile cammino , rendendo odiosa col qome 
di presunzione o di arroganza quella coscienza che pro- 
viene dal sentirsi uno e libero (giacché solo nel moto del 
pensiero l'uonio è libero e eoo se). Quando l'uomo sente dì 
avere in sé l'idea di una scienaa, non può pregiare se non 
le cose in cui vede il riflesao del suo spirito. Conforme a 
questa misura è naturale che a lei appaiano futili talune 
cose , che agli altri possono sembrare degnissime di lode. 
Cosi io sono stato spesso rimproverato di superbia, o lodalo 
nel più bel modo, da chi ha creduto enunciare a mio carico 
un biasimo, mostrandomi altero verso tultoció eh eal disotto 
di me, e umile solamente verso ciò eh 'è più alto. Uà quella 
scala infinita che nel mondo si vede e in sé e fuori di se, 
impedisce la stima esagerala di noi slessi col metterci sol- 
t'occhio sempre presente da una parte uno scopo infiaito e 
dall' altra il limite delle proprie forze. Io voglio sempre 
scorzarmi a perseverare in cosiffatta alterigia ed in cosif- 
fatta umiltà, anzi desidero essere sempre più altera e sem- 
pre più umile. » 

Jacobi ha mostrato nelle più difficili emergenze della sua 
vita, che non usava una semplice frase, quando ei diceva 
i^prezzare le cose in quanto fossero il riflesse dell'umano 
pensiero , e tnttociò che al regno di questo non toccasse 
lai riguardare con disdegno, o almeno con indifferenza. La 
qual veramente filosofica indifferenza si manifestò nel modo 
più degno di ammiraiioue quando fu colpito dalla sven- 
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tura di dorer perdere tutta l'eredità paterna; perdita che 
avrebbe dovuto riuscirgli pur dolorosa, tanto più che, già 
sposato da 10 anni, aveva a sostenere la cura di numerosa 
famiglia. Chi Io vide allora volare presso la madre e con- 
fortarla dei suoi consigli e dell'opera sua, non potè accor- 
gersi del minimo cambiamento nel tenore abituale dell'in- 
dole sua. Egli parlava con lo stesso calore di prima delle 
cose scieatificbe , e di ciò solo si lagnava che il viaggio 
inaspettato gli avesse impedito di proseguire una ricerca, 
intorno alta quale era allora fortemente occupto. 

Ho già detto come in Jacobi si manifestasse il culto del 
pensiero, in occasione della grande scoperta di Abel. Si- 
mile disposizione egli mostrava per luttociò che aveva im- 
portanza intellettuale ) onde a lui non va applicalo quel 
dello di un antico scrittore, che gli uomini ammirino ve- 
ramente quel solo che essi credono di poter fare. Al con- 
trario Jacobi estendeva le manifestazioni della sua ricono- 
scenza in tutto il giro del campo speculativo, e nella scienza 
stessa ch'ei professava i trovati altrui gli cagionavano le- 
tìzia tanto maggiore quanto più per la loro impronta di- 
stingnevansi dalie creazioni proprie di lui. Era in tal caso 
sua naturai maniera di esprimere la propria approvazione, 
confessando che mai gli si sarebbe affacciato alla mente 
qnel pensiero. 

Mi resta adesso a completare quello che ho menzionalo 
di sopra sulle relazioni esteriori della vita di Jacobi. 

Quando egli cominciò a far note le sue ricerche sulle 
funzioni ellittiche , era ancora professore particolare ; ma 
l'ammirazione che le sue scoperte risvegliarono nei giudici 
competenti, ebbe per conseguenza di portarlo ben tosto al 
grado di professore straordinario e poco appresso a quello 
di professore ordinario. 

Nel parlare dell'accoglienza che le scoperte di Abel e di 
Jacobi - i cui nomi ^no qui inseparabili - trovarono presso 
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tutti ì mstematici conlemporaneì, io non posso asteaermi 
dal fare speciale ricordo dell'uomo , che per le medita^ 
zioni di molti anni , era giudice veramente antorevale a 
poter apprezzare I' inaspettato progresso in latta la sua 
importanza. Legendre, che più di una volta accusò 1 suoi 
contemporanei d' indifferenza , e che poco innanzi aveva 
mosso lamento dell' abbandono in cui gli altri avevano la- 
sciato la sua scienza favorita, credeva averla compiuta da 
se solo dopo quaranta anni dì lavoro. Tuttavia egli ap- 
plaudi alle scoperte di Abel e di Jacobi , che portavano 
quella teorìa molto al di là dei lìmiti che a lui parevano 
posti dalla natura stessa del soggetto, in modo cosi sincero 
e cosi fervido , che 6 difficile a dire se tornasse più ad 
onore dei due giovani matematici ai quali veniva da lui 
tributato in sul principio della loro carriera , ovvero al 
nobile e vecchio maestro , che , giunto quasi all' estremo 
degli anni, mostravasi capace dì tanto calore di sentimento. 

Altro contrassegno non meno onorevole fu quello del- 
l'Accademia dì Parigi. Benché ella non avesse aperto con- 
corso alcuno sulla teorìa delle funzioni ellittiche, tuttavia 
volle assegnare uno dei suoi grandi premi matematici ai 
lavori di Abel e di Jacobi, come alle più importanti sco- 
perte del tempo; e lo divise fra Jacobi e gli eredi dì Abel. 

Quanto alle prove di ossequio e dì stima che Jacobi si 
ebbe fin dall' entrare nella carrieM scientifica , dirò sola- 
mente che i confini in cui debbo tenermi non mi permet- 
tono dì accennare nemmeno tutte quelle che gli faron date 
più tardi in larga misura^ non potendo la menzione di esse 
trovar luogo che soltanto in una ampia biografia. 

Jacobi fece il suo primo viaggio nell'anno 1829 dopo aver 
pubblicate le sue « Fundahenta nova tbeorias pdnct. el- 
LiPT. » , che contengono solamente ana parte delle sne ri- 
cerche sopra questo soggetto. Andò de prima a Gottinga 
per conoscere personalmente Gauss; di là mosse per Pa- 
AtutaU di Scimi* Jtfal. e Fit. T. VII oUohre 1859 31 
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rìgi , ove sì trattenne parecchi mesi. Erano quivi tioDiti 
in quel tMipo, oitre Legendre (col quale Jacobi stava già 
«da più anni in commercio epistolare , e pel quale aveva 
sempre sentito affetto grande), anche Fourìer, Poissoo ed 
altri matematici eminenti , sopravvissuti poscia all' nono 
illastre di cui teniamo discorso. 

Un secondo viaggio imprendeva Jacobi nel 1842 in com* 
pagnia di sua moglie, donna dì merito eminente, alia quale 
erasi unito dopo il 1831. L'occasione di questo viaggio fa 
per lui troppo onorevole percbé io non potessi passarla sotte 
silenzio. All' illuminato uomo di Slato che allora prese- 
deva r amministrazione nella Provincia di Prussia, parve 
opportuno, nell'interesse della scienza, cbe Bessel e J*eobi 
si arrendessero finalmente all'invito già più volte replicato, 
di assistere al Congresso dei dotti, cbe ogni anno ha luo^ 
ÌB Inghiiterraj onde egli ne fece pratica presse al Re, per 
ottenere l'approvazione delle spese di tui tal viaggio; pra- 
tica ohe da S, M. con reale maoìfioeiua fa esaudita ed 
accordate. 

Non guari dopo il suo ritomo da questo viaggio si nor 
straroDO in Jacobi i sintomi di una malattia sventuratamente 
inctirabile. Egli versò per lungo tempo in pericolo graade; 
e quanio finalmente qu^to fu pel momento potuto allon- 
tanare, i suoi medici riconobbero cbe indispensabike rila sua 
salate fo«sa il soggiornare per qualche tempo sotto «n duna 
meridionale. La qnsl cìroostanza inquìeteva non poco Ja- 
cobi. Ma queste sua inquietudine ntui fu di lunga durata; 
^fobcfaè non si tosto siffatta condizione di cose fu porteta 
dal nostro Collega Alessandro di ffuwiòoldt (la cai potente 
ìoediaziooe nwi manca mai quando ne va dell'onore delia 
scienza e del bene dei suoi cultori ) a conoscenza del B«, 
già con UQ nuovo atto di reale magnanimità decretavasi 
a favore dell'illustre iafermo ana considerevole somma per 
«Q viaggio ìb Italia. 
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11 dolce clima di Roma, ove Jaeobi passa l'invorno, fu casV 
Bslatare sopra ii lui, cbe a quanti quivi lo vì^ro offpi- 
vasi in tutt'altro aspetto che da uoDvalescente. Durmit? \ì 
suo BQfgiorno di 5 mesi In quella città, egli, oltre p^reccliìe 
piccole Memorie, che comparvero io «n, giornale scientifico di 
Boma stessa, scrisse una importaAte « langa Memoria pel 
giornale éì Creile, e per di più attese ancora a fare il coa- 
froBl* dei manoscritti di Diofataa oonserrali nel Vaticano 
«Uì quali e^i si era trascorsivamenta •ccupalo tempo ia^- 
nanxi. 

Ritemato iu patria egli fu aundato ad iasof^re da K09- 
nisberg a Berlino, ove il clima, relatirameote più dolce , 
sembrava minacciar meno la sua satute. Senza appartenere 
att'UBÌTersità, egli aveva l'obbligo di &re delle leziotù, qui 
solo eoa ^nai riguardi cbe gli erano imposti d&Ho sl«t<» di 
sua salate. Nel ten|io del suo soggì^mo in questa città In 
scriUore non mene operoso di qnello cb'erasi mostrata ia 
KooRi^rg, come ne fanno testimonianza le Sfemorie scrìtte 
Bei sei anni che vi rimase, le quali riempìon» due grwei 
r^ami in quarto. 

Nel principio dell'anno 1851 fu attaccato da Grippfi; dal 
qust« risanato ìa breve, ritornò al lavoro con molta alacrìlA, 
talché agli «mìci suoi venne meno la speranza di conser- 
varlo a sé ed alla scienza. Infatti all' 11 Feltraio uibita- 
Mente ammalò. Il suo «tato risve^iò grandi apprensioni; e 
qoaiiido, AofO alcuni giorni, si riconobbe cbe egli era preso 
da vainolo, di natura assai maligna, ogni luce di sfieraaza 
affatto si dileguò. Il 18 Febbraio, a 11 ore della sera, otto 
giorni dopo che si era ammalato , egli soccombette. 

La carriera scientifica di Jaeobi abbraccia precisamente 
un quarto di secolo; picciol tempo se si raggnaglia a quello 
dei matematici insigni a lui anteriori, e appena la mela di 
quello in cui si era spiegata l'attività di Eulero; col quale 
egli aveva la più grande somiglianza, non solo per la va- 
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lieta e la fecondila, come anche per la cognizione di tulli 
i mezzi della scienza, djei qnalì poteva giovarsi semprecché 
il volesse. 

La morte che lo strappò cosi precocemente e subitamente 
al lavoro , nel pieno vigore delle sue forze intellettaali , 
ba privato la scienza delle grandi ricchezze che ancora piH 
teva aspettarsi dall'attività instancabile di Ini. In ciò dire 
io non guardo solamente alla sapposizione che in ano spi" 
rito di lai ten}pera avesse la forza creativa a venir meno 
insieme colla fisica ; ma io guardo ancora a quella serie 
di lavori qnasi finiti, ai quali egli stesso in breve tempo 
(forse durante la slampa, come ei faceva si volentieri nel'^ 
l'altimo periodo di sua vita) avrebbe potuto porre l'ultima 
mano, e che ora per opera dei suoi amici debbono venire 
alla luce a guisa di frammenti in forma imperfetta. Anche 
nel corso della sua malattia, quattro giorni prima di mo* 
rire, lamentavasì dell'avversa fortuna che aveva contrariato 
molti dei snoi maggiori lavori, interrotti ora dalla malattia, 
ora da domesticbe sventure. Quand'io, aggiungeva egli con 
dolore, mi faceva a ripigliare più tardi il lavoro , erami 
pid gradevole applicarmi a qualche co^ di nuovo, che ri- 
tornare sopra quelle ricerche , che svegliavano in me si 
triste riìnembranze. Ma veggo che ormai non debbo più 
indugiare a rendere pubblici quei vecchi lavori ai quali 
ho consacrato si gran parte delle mie forze migliori, do^ 
vendo essi entrare fruttuosi e fecondi nel corso della scienza. 
Fortunatamente mi fa mestieri per questo di breve tempo, 
che a me, come spero, non vorrà mancare. 
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SULLl QUADRATURA DELLA SUPERFICIE PARALLELA AD UNA 

SUPERFICIE 01 QUART'oftDlNE CONOSCIUTA SOTTO IL 

NOKE DI SUPERFICIE DI ELASTICITÀ* 

MEMORIA (*) 
Bl BAHNAriA TORTOLIHi 

l." Siene p, q i coefficienti differentiali di primo ordine 
della z nell'equazione di ana superficie curva, e della forma 

Sia k la distanza costante della detta superficie con la cor- 
rispondente parallela, i valori delle coordinate X, Y, Z di 
un punto qnalunque della nuova superficie relativamente 
ad on punto x, y, z della snperficie data, sono 

X-X-— ii— 

i 

Di più se alle derivate del primo ordine 
di di 

(') Questa Memoria fa già da ine presentata all'acoademia de' unovi 
Lincei fin dal 18S2. Non essendo però questa, che un proseguimento 
di alcune ricercbe Ja me inlrapreae sulle superfìcie parallele in due 
Memorie publicate nell'anno ISSO nel giornale Arcadico, e nel primo 
volume dì questi Annali , si è creduto opportuno qui di inserirla , e 
publicarla. Si troverà di pi A notato qualche cosa sulla Curvatura (o- 
tale di una superRcie, e di cui ne feci già il soggetto di altra mia Me- 
moria publicata nel ISSI nel tom. IV degli Alti de' nuovi Lincei. 



Z = z- 
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al agginngano quelle di second'ordine 

d'z d'z d's 

di' ' dy* ' dxdy * 

e si ponga per brevità 

otterremo come già si é vedalo in un' altra Memoria, per 
U quadratura S della superficie parallela 

Questa formola è stata di già applicata all'ellissoide e di- 
mostrai che la quadratura della superficie parallela all'el- 
lissoide viene misurata dalla quadratura delle tre superficie 

^' y' *' -1 j t . > u 

o A e 

'"* _. y' , *' . 

,%kbc\ t%kae\ /2Ao6' 



7"/ l"A~/ IT"^ 



Bichiamai poi secondo un'osservazione fatta da lungo tempo 
dal sig. Bodrignex, che l'integrale cbe serve di coefficiente 
a k* rappresenta la somma degli elementi della superficie 
divisi per il prodotto dei raggi di curvatura principale; il 
quale integrale per tutte le superficie chiuse , e di uni- 
forme curvatura si riduce a \iz; l'integrale poi indipendente 
da k rappresenta sempre la quadratara della superficie pri- 
mitiva. Facciamo adunque della precedente formola un'ap- 
plicazione alla ricerca della superficie parallela alla tuper- 
fieie di elaitieità. 

2." Projèttando il centro dell'ellissoide dì semiassi a, ^ e 
su i piani tangenti , bì ottiene per il luogo geomelritiO la 
superficie dt quarto Ordine 

(j'-v- y'-t- «')*= a'x'-t- 4*y'-»- e'z' . 
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In fatica rappreaeiria U sii|)er&cie di elasticità. Pooiamo 
per il raggio vettore r copdottjo dal centro della superficie 
al paolo {x, y, s) 

r'=a a;'-t- j/*-(- «* 

come anche soslituiamo a, &, e inrece di a>, V*, e', ^ì avrà 

(x'-+- y*-+- «*)*= ««'-<- iy'-i- ci^. 

Quindi per le derivate parziali |>» q dì primo ordine si trae 

dz__ _ — x{a ~ 2r') ^ _ _ — y(i — 2r') 

<lo~''~ *(c-2r'')' dy""*" ajc — 2r')" 

Per determinare le altre derivate parziali r, t, t osserviamo 

che per il raggio vettore r si ha 

rdr rdr 

d'onde differenziando il valore di p , relativamente ad a; « 
otteniamo dopo aicnae riduiioni 

d's ( (e — 2r*)(q — 2r'){z~px)—àxz{c — a){x ~t- ps) j 

d?^~\ «•(» — 2r") I 

ove sostituendo il valore di p, avremo 
<!'«_ % — »)V«'- [(e - 2r')(a- ar')(y'(ar'-t) - r')] 
<!»■ ■ %>{c — 2ry 

Infine ponendo per brevità 

H = c.— 2r", I=J— 2r», K=i! — 2r" 
otteniamo per la derivata di second'ordine 

d'i _ % — a)V»'-^ r'HK-t- y'HlK 
dx" ~ j'K» 

Nello stesso modo si troverà per la derivata parziale di se- 
cond' ordine relativamente ad y , 

<e^__ 4(c — >)y «"-i- r«IK-4- it'HlK 
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Si prenda ora il valore della derivata p, e si differenzi re- 
lativamente ad y, si otterrà facilmente 

d'x — \scz{a-—c)(y-^zq) -t- x(a — 2r')(c — 2r*)j 

dxdy z^{e — 2r')' 

Se nel secondo membro si sostituisca il valore della deri- 
vata q, avremo in fine 

d'x _ — 4a;y*'(g— c)(c ~i) — gyBIK 

dxdy ^»KJ ' 

Trovale le derivate di primo , e second' ordine delta z , 

relativamente alle variabili x, y potremo formare i diversi 

composti di queste derivate e si avrà primitivamente 



^^^y'I'-HVH^ 



ovvero 

i-p*j"= — jifi 

Per calcolare gradatamente il valore di Q, scriviamo pri- 
mieramente i prodotti 

,J". _ j(c — i)VyVH'-i- rii'lKH'-H- »tH'lK 

,d'i _ ^{e — a)VyVI'-i- rtji'HKl'-i- yJHKP 
^ df' ~ . «'K5 

d'z _ — 8x'yV(a-c)(i;— t)Hl— 2»VH'rK 

c sommando si ottiene 

4«'ifV|:(e-t)H— (c-,i.)Il'-4-HIK(Hx'-.-%')(Hi'-^-ly'-i-r') 
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^ d't 

4x' dy' 

_ 4«iK'[(t-a)V-^(c— i)y]-^T^»■K^(H-^-l)-l-HIK■i^(^;^-■-y■ ^ 

Dalla somma di queste si oltieoe il valore di Q, ed osser- 
viamo che in forza dei valori di H, I, K ricaviamo facil- 
mente 

[(e — J)H — {e— a)iy= (o — *)"K" 

ri-i- aE"-.-Iy"= — i'{e — ir') = — j'K 
perciò 

Q = 4x"y V(» — J)"K'— HIK V(H»"-^ Ij") -^HIKV(»'-.- j') 

-<- 4KVc(c .— <■) V -<-(» — t) V] -■- ■■'»• K'(H ->- 1) 

Questa espressione di Q può ridursi anche più semplice: 
infatti dal secondo, e terzo sistema di termini si trae 

HIKV(a!'-.- y') — H1KV(Hj:"-i-Ij') = HIK*»V(c — r') . 

Con questa sostituzione potrà togliersi il fattor commune 
«"K", e si avrà 

Q = 

fa'y'(i.— i)'-t-toV(c— i»)'->-4y'«'(c— t)'-»-Hlr'(c-r')->-r<K(H-^l ) 
»»K' 
Di pili dal quarto, e quinto sistema di termini abbiamo 

r<H(K-I) = rlH(c — J) 
d'onde si trae 

Q = 
j[ (a— t)'j:'y'— (e— »)V8'-<-(e— t)'y'j']-i-ri(c— t)H-i-r<Kl-i-er'Hl 

Dalla nuova sostituzione di H, 1, K ricaviamo ancora 
rf(c — «)H ->- r!KI -•- cr"HI= r'iah — (oj -^ o» -f- fc)r'-.- 4r«3 
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come dai primi Ire termiai dello stesso valore di Q 
(o — byx'y"-*- (a — cYx's'-i- (e — i)'y'i' 
= r*(a'j:'-«- ft'y'-i- c'x") — {ax*-t- iy*-+- e*')' 
= r"(a'a;»-+- i'y'-*- c'z* — r*) 

ed ìafine 

_ ir'(a*x'-*- b'y'-i- c*z') -*- r^iabc — (o& -«- oc -i- 4c)r'] 

«^ ^»KJ : • 

Questa è la più semplice espressione che si possa ottenere 
del valore di Q. Nell'ipotesi di a = h = c esso si ridoce 
a quello di una sfera, cioè 

Qz*= — 2o . 
3." Veniamo ora a calcolare 1' espressione rt -— i* y che 
trovasi sotto il doppio integrale, e che serve di coefficiente 
a k' nel valore della quadratura S. Si riprenda la deri- 
vata di secobd' ordine 

d'z _ ^c — a)Vg'-t- rSHK-t- y'HIK 

dP ~ a>K» 

e separando negli ultimi due termini il fatlor comune HK 
si sostituisca il valore di I, e di r^, r^ cioè 

l'=b — 8r' , r*= «r'-t- 4y'-«- ex' , r' ■=»'-•- y"-«-«', 
si troverà facilmente 

r^HK-^ y'HIK = - HK{ic'H h- x'K) 
d'onde 

— — ^(g — ffl)'j:'^'— HK(s'H -*- ^*K) 
Ar* ~ z>K> 

Nella stessa guisa per la derivata parziale relativamente ad 
y si ricava 

d'z __ 4(c — &)'yV— IK(y'l -t- z'K) 
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Quindi dal loro prodotto avremo 

~.~z^ Ì6(c - a)'{e — b)^a:Yzi - 4(c — b)^xyz'ìl'K 

- % - i)"y VHK'— 4(c — a)Vj/*j"rK 

— He - o) WIK'-.- HIK'(a:"H — a"K){y'I -.- g^K) 

Biassamiamo il valore della derivata -; — —, ed elevandola al 

dxdy 
qsadrato, si avrà 

16(c— a)'(c-i)Vy»i— 8(c -a)(c— t)j!'y'»'HlK-<-i'y'H'l'K' 
d'onde dalla gollraziooe 

£ ■ dT- - (5;)"" - *"^"»'''["<« - *) - ■<" - -n- 

- 4»1K-I(c - J)yH -^ (<r - o) VI] 
-t-HlK'Qi'H -t- i'K) (y 'l ■*- l'K) — l'ji'Hl 

Il secondo membro è suscettivo di differenti riduzioni: in- 
fatti dai valori di H, I, K deduciamo 

H{<! - i) - I(c: - o) ^ (a — 6)(c - 2r") = (o — 4)K 
(«■H -^ «"K)(y'I -+• z"K) — as'j'HI = •"KCj'C — 2r") 
-1- a;'(o — 2r') -t-t\c — 2r')] 
ossia 

(l'H -^ i"K)(y"I -I- l'K) — ly HI = — .'KH . 

Per mezzo di questi valori il secondo membro resta divi- 
sibile per z'K% e perciò 



|P« fx 



a 



ix* ' djj" \dxdy' 
-4[:a-i)'Ka!'y'-i-(i!-t)'HyV-i-(c-<i)'la;'j']-HlKr4 
«<K4 
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Si sostitaiscano Duovameate i ralori di B, I, K, otUrrem* 

da;* * dy' ^dxdyf 
= — i\c{a — i)Vy'-^-a{e — i)'y"i'-i- b(e — a)'x'x* 

— 2r'i{a — i)Vy'— (e - ò)Yx'-^ {e — a)'x'x']\ 
^ r4[8f 6— j(o -^- A _- c)r4 _- 2(aft -+- ac -«- bey— afte] 

Ora nel primo sistema di .termini indipendenti da r' bì svi- 
Inppino i quadrati, e per ì (ermini moltiplicati per — 2r% 
abbiamo di sopra trovato 

(fl — b)''x'y'-^- ^a — c)'ai'x'~*~ (b — c)Yx' 
= r'{à'x''+- b'y*-t- c'z' — **) 
e perciò avremo 

d'x d'z I d'z \» 

dx' ' dy' '(trdy' 

^ — 4[ocy'(ox*-i- «') -I- Ìca:'{Jy'-t- ca*) -t- aÌM*((»a!'-i- óy') 

— r 2a6c(aT"y*-t- x^s^ -^- y"^') — 2r<{oV-i- 6*y'-4- c'f'— f*)l 

-t- r4[:8rg— 4(a H- & -h- c)r<-t- 2r'(aft -.- ac ->- ftc) — afte] 

Dall'equazione della superficie abbiamo i valori 
ax*-*-e2*=ri — fty', fty'-i-c2*=r4 — ax', €kx*-+-by*^=r'' — ■cz* 
ed^ osserviamo cbe i due termini con la potenza decima di 
r si distraggono , e potremo scrivere per la sostituzione 
dei riportati valori 

d'« d'z I d*z \a 

dx* ' dy"* ^dxdy' 

= 4r*[2aV-<- 2ft'y'-i- 2c'^' — bcx"— acy*— aftz' 

— r4(a-+-ft-M:)] — 4(iftc(ic'-i-y'-t- x')'-i-2r8{oft-«-ac -i- bc) — oftcr* 

__ 
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Facciamo ora nel coefficiente r^ di a -^ £ h- e , i 
ficìente di — iabe le sostituzioni 

r* "= ax*-i- hy'-i- «* , r"= a;'-»- y'-4- , 
si troverà in line 



d'z ^z i d'z 



~ x4K4 

Nell'ipotesi di a = & ^ e = r* si ha come è noto il corri- 
spondente valore per la sfera. 

4." Calcolali i diversi composti delle derivate di primo, 
e second'ordine ne dobbiamo fare la sostituziooo nell'espres- 
sione generale della quadratnra S riportata at paragrafo 2.* 
Osserviamo primieramente che il valore di Q essendo po- 
sitivo, converrà prendere con il segno contrario l'integrale 
che serve di coefficiente a k, onde la nuova superficie pa- 
rallela sia una delle esterne alla data di elastieitd. Ciò po- 
sto ricordandoci cbe ìt primo degli integrali componenti il 
valore di S rappresenta la quadratura S^ della superficie 
primitiva, è chiaro, che ponendo 

d*Si= dxdtfy^{ì-i- p'-t- y') 
otterremo 

,, f{ ].dr' ' dtf' \dj;dyf J ' ' 
"*■ JJ ^i^p■^,■)^ 

Volendo applicare questa formola alla superficie S| di elo- 
tticitd, si rìfietta che posto 

M' = a'x'-+- b'y'-*- c*«' 
sì ba ' 
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) 








i 


-t-p'-.-j"; 








quindi 

Q 




4r-M'^f 


'[oic - ("* 


-^oc-^beYì 


^,l_^y.^,.,. 




M> 






«Pi d'i 
ite" ■ df 




r*im'- 


-ìiiJi-^ae 


^hW 


-*-3a*ir] 



per le inlegrazioni convieo far uso delle coordiaate polari, 
in modo da porre 

xt=r cosy , y =:r seny cos9 , z = r senp seoS 

ed allora pODeodo per brevità 

M = cosy , V = scny cos9 , w = seap seo9 

sì ha 

Per la medesima soslituzione polare, t'eqaaiiooe detta ra- 
per&cie 

(ar"_+- y»-^- n»)^— ox'-*- èy^w- «z* 
diriene 

e come ho provato in altre Memorie la sua quadratura di- 
pende dall'integrate 

Si =1 1 senp dfdO 1/ («'«M-A^u'-i- c'm')= | |Psenpdfd0 

Di qui si trae 
re tf Si _ r rCJr'P'-t-qtc— (a& -t-ac-^cy ']eeny tfyrfg 
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dy* ^dxdy' J 



rr [4 r* P' -- 2 ( gft -«- ac -4- i&c ) r' -♦- 3gic] scny Jy rffl 

L'ultima di questi due integrali esteso all'intera superficie 
8Ì dorrà ridarre a Aiti ed il primo dipeoderi dalle fìuuìoiii 
ellittiche delle tre note specie. 

5." lategrtamo pertanto fra i Umit) p=0, <f=in, $c=0, 
9 = Ir e poniamo per brevità 

QJS, 



'-«TXl 



Sj = 8l I Lito' liy' Vitedy/J ' 
• • {l-T."-^2)' 

avremo per 4a superficie Si paralella alla superficie S di 
elasticità 

S = S, -+- A S, -w- A' Sa 
ove come ^à^ nolo si ha 

J ■ senp(ijidSt/^(a"M'-t- i'i; -t- e w ). 

Per calcolare adunque nel nostro caso gli integrali denotali 
con S] , Sj sostituiamo nel secondo memdro i valori di r, P, 
otteremo per il primo 

Sa— 32 I f seafdrpdBi/^iau'-t- 6» -hcic ) 

rHrin teitfiIfdB 

J» J ' (oM*-t-4tJ*-i-cic*)i(a*M'-i-i*ti'-i-c"w*) 
pi" C^ sBOfàfd9\^{au^-*~ Ati'-4- cui') 

— «(W-t-OC-t-OC) I I ;— j 75—3 r- J • 
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I nuovi integrali si potranao rendere di forma razionale per 

mezzo di alcune trasformazioni di variabili, come già ho 

mostrato in altre circostanze: intanto osserviamo che il primo 

integrale rappresenterà il qnadruplo della quadratura di 

una superficie di elasticUì della quale i ralori numerici 

4 4 4 
degli assi sieno \/'a, yh, [/'e. , o ciò che (orna Io stesso 

il quadruplo di una superficie ellissoidica di semiassi 

e sarà sempre esprimibile da* tniseeodenti ellittici di prima, 

e seconda specie , in modo che supponendo a -^ & -^ e , e 

facendo inoltre 

a , , c'-i- i' 

cosa ^ — I ft =s -= ; , 

e e — a' 

si ha per la quadratura S, della superficie di elasticità 



S. = _- ^ ^^^,_^,^ ecos> F(A, f.) ^ scn> E(A, fj.)} 

ore nel secondo membro per le funzioni ellittiche di prima, 
e seconda specie abbiamo 

"<'• '"=/. V(l-Iw.) ' ="• "' =/>K(i-*Wa) . 

Nella stessa guisa ponendo 

l^a , . e-b 
COsA := —^ , A. ^ 

otteniamo per l' integrale T rappresentato dal primo ter- 
mine del valore di S^ 
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ossia 

T= J^H- ^'1^ [Ms'X r(4, , 1) -^ seni E{4, , 1)] • 

Fra le ampiezze /x , X , ed ì moduli k, A, sassislono evi- 
dentemente le relazioni 

., .. >.>->■') 

eoa A = COSU , h "» -7 r- 

(c-4-a) 
ov \ ero 

I — cos'X = 1 — cos/i ^ 28en'i/x 
e 

senX = senìjxt/^2 , h'— — 5 p^ 

ed infine ponendo ancora i =: e cosv 

X = flrc.sen.(Benifjil/^2) 

j A'cos'Ju, Acosìa 

Al = il — ) ''1= r- ■ 

C08 iv cosiv 

Rilemilo ora il sigmGcato delle quantità r, ti, v, w pongasi 

§ ::= cos^ , Y! ^ sen^ COSO) , ^ ^ sentii seno) 

e trasformiamo le coordinate sferiche w, v, w in altre ^, 
)], ^ della stessa specie, col fare 



oye 

P 



=|/"(|-1^-?) = 



si avrà 

de =T ^ r— , a « -«- A'v'-t- c'io =» 3 ^ . 

sen « -1- e cos u p 

Facendo tatte queste sostituzioni nel secondo membro della 
Si rìcariamo 
Armali di Scienze Mot. «Fi*. T. VII ottobre 1856. 25 
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J o Ja {" «OS <p-t- »seo ^cos (i)-4- cien <^en a») 

ove per brevità 

H = 6c cos'^ -(- oc sen'^os'w -t- ab aea'fjf sen'u 
L = o cos*i^ -1- è sen't/icos'u -»- e sen^'^sen'u . 

I nuovi integrali componenti it valore dì S^ ridotti alla 
forma razionale , facilmente potranno esprimersi in tra- 
scendenti ellittici. 
6°. Sia 

«"= a cos*ip -+- b seo'if , /9'= a ces'^ -*- e sea'<p 
«,"=c{fi cos*{/(-*-a»en'<|>) , /3,'= 6(c cos^i^n- o sen'i^) 
A = ab-t-ao-*-bc 
ed osserviamo che dal primo degli integrali si bh 

X' ^ (tu _ " 

a'iCosV-t- ^'sen'a 2 « /3 



StiI/" (aie) j^ sen iji d tii - 

S ^w iA(acos*if-i-^sen"i^)4/{»cos*^'-i-csen'(|f) 

- 8 Xi^alef" f'' . ^,"'°f<"^ ■ ., ., . 

•.'i. ,/• (« icos a-fpt sen (a)(a cos o»-!-^ sen u) 

Avanti di esegaire nel secondo degli integrali , 1' integra^ 
zione relativamente ad ti, , conviene decomporre la frazione 
composta nelle due frazioni semplici, e perciò se si sosti- 
tuisca cos'u = 1 — senili) , faremo 

1 

[«'h- (j3* — a')sen''ci)]i;«,'-+-(/3,* — a,*)s8n^«3 
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' M W 

d'onde le due equazioni 

M«.^-^ N«'= l , M03,"~ a.*) -+■ ^{^'-- a-) = . 
Di qui 9Ì irae 

d'onde 






Ed integrando relativamente ad » , abbiamo 



2 J» «^ 

(tt& -4- oc -<- ic)^/^{o6c) r r'" (/3'— g')3enj/<itf' 

X'" (j3,'— «%) 8eni|.d(fi -1 

Calcoliamo i composti da a, ^ , a, , ;3, esprèssi per l'an- 
golo ^ avremo 
^'— «•= (e ~ b) sen'i/» , /3,^— «,'= — a(c — b) sen'f 
a,'^'— a"/3i'= (e — fi) sen>{B/3'-t- /3,^) 
== (e _ i)[a(c _,- i) -4- (e — a)(è — a) cos^tf-ìscn'ó . 
Sostituendo verrà 
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S _T-i- 8n '^<°'''' f'" ""W g^ (»8-'-«<M-ic)|/(A) ^^, yj 

' 2 «/o aj3 3 

ove per brevità 

ri" sep'fwf^' 

'^Jo [a{c -t- 6) H- (e — ffl)(6 — a)cos'</<]a/3 

riif sep'f«t/' 

'^=-1/, i:a(c-4-ò)-+-(c— a)(i-o)cos*.;.3a,/3, ' 
Bìprendiamo i yalort di a, )3, cioè 
a = (/"(o cos'ip -+- * seD'i/-) , (3 = l/^(a cos> -»- e seo^i^) 
e poniamo in esse come sopra 

^ l^o i V^csent seni , # — «) 

cosX= — . co4-p^^z^j=,-;-f. i = i(^r:^ 
1 r* df 

^■^ j74(c^a) J o [o(c -•- 6) -t- c(* — a)sen'Ol/ (1— l'sea't) 

e ponendo per la consueta notazione delle funzioni ellittiche 
di terza specie 

. c(o — a) 

n(X,», ,!)— J „ (I ^ „_ sen'()l^{l - i'8en"() 
il valore di U diviene 

ed insieme 

f •' •'•^ _ ' rft n 
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Per l'integrale espresso da T riteniamo il valore di cosX , 
e poniamo come sopra 



t sia la sostituzione 

, , colXd( 
cost^ = colA tang^ , senfdf = j~ 



d' onde rOTesciando i limiti col cangiamento dì segno ed 
avvertendo che 

senX =■ ^-^ , cot'X = 

j/^e e — a 

otterremo 

t/"o r* cost'dl 



^bc.^(c — a)J, [<M-i— {(;-»-a)9en'0l/'(l -Ai'sen**) 

Infine sostituendo cos'f ^ 1 -r sen't , ed eseguendo la di- 
visione nella parte razionale dell'integrale si deduce 

{c-Ha)i/(a6c)l/"(c— o)J <, [c-+-i— ((M-o)sen"OK(l~Aj*seB'r) 

1 ri dt 

{e -t- a) l^(ahc) l^(c— a) J, 1/^(1 — A.'sen'f) 
ponendo poi per il parametro n della funzione ellittica di 
terza specie 



SI otterrà come sopra 



{e-^(c-i-òi\/'{abc).[/ {e— a 
1 



■tHn,k,.X) 
F(*, , ») 
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Avremo daiMiBe da queste aostituaioni , e dal valore di t 



Sni/'abe {ab -i- ac-*- bc) 
2 a{c -^ 4)1/ b{c — a) 

Sni/'abc (ab -t- ac-i- bc){b — a) 
2 (c-t- a){c ->- i)i/ abc. 1/ (e — a) 

SjH/'oic {qb-t- ae-*- bc) 



Fft X) 

n(n„ l, >) 

n(»,*, ,X) 

F(*, ,J) 



2 {c-^yAl/i^-a) 

ed ogDun vede che sodo la stessa ampiezza X il valore di 
S, si esprime per le funzioni elHtticha delle tre note specie 
di parametri e moduli diversi. Per il medesimo valore si 
potrà scrivece 

, 47r|/'oc 



t(è-Kc)F(A, , ;)— (i-a)n(n, k, , X)] 
Ccos'XF(A, , X) -*- 8en*XE(A, , X] . 



4n (ab-i-iw^bc) 
(c-+-b) {c-t-a)ì/^{c — a) 

Determinato il valore di S, e quello dì Si come dal parag. 5." 
resta a conoscersi il valore di S3 onde poter sostituire il 
tutto nell'espressione riportata allo slesso parag. 5" cioè 

S = S,-.- h S,-+- k' Sj 
Ora S3 si riduce a 4n , mentre tale è il valore per tutte 
le superficie, ^hiuse, e di uniforme curvatura per la somma 
degli elemeati della superficie divisi per il prodotto dei 



.vCoogIc 



raggi dì curratura pviacipal«: ceatattooìó io appresso fa- 
romo coDOscei^ t'aBalisi per la verificazioBe di questa somma 
Della supepfieie dì oksticiMt: ìnlaoto sostitaiaaio nnovameote 
a', b*, e' invece di a, b, e, ed osserviamo che il valore 
di S, diverrà 

S,= -^ ^ ^^^^_^^^ tcosVF(A, /i)-H-8en> E(A, fi)l 

ove r ampiezza fi , ed il modulo A sodo determinati dal- 
l'equazioni 

a' ^, ci— hi 

e* e* — a* 

Ciò posto St rappreseaterà la superficie di elasticità che sì 
riduce ad un'altra ellissoide, e per la quadratura della su- 
perfioie S paralleU a qoelU dì elasticità avremo 

S = —^ ^ ir{é-ai\ '^'''*'^ ^f*' ^^ ^ "^"'^ ^<*' ^*^ 

Anhla^b^-t-a'c '-*-i*« ' ) 
{i'-(-c^){c'-i-o*)l/ (e' — a') 

-»- ,- teos'AF A, , > H-9en"XE{A, , X)]-»-47iA* . 

« \/(c —a ) 

Da questa espressione si trae cbe la quadratara della sn- 
perficie parallela alla superfìcie di elasticità si compone di 
due superficie di elasticità di differenti assi, di una sfera, 
e di un'altra superficie dipendiate dai trascendenti ellittici 
di terza specie e che probabilmente potrebbe farsi dipen- 
dere da due superficie coniche di secondo grado. Resta ora 
ad esporsi la lunga analisi dalla quale sia verificalo che 
l'integrale rappresentato da Sj si riduca a 4r. 



t(6'-i-^;')F(A„>.)-(ft*— a')n(n,A,X)] 



3vGoO(^lc 



(392) 
7.* Si riprenda il doppio Talore di S3 con il quale ter- 
mina il paraj;. A* , ed incomincia il 5* , e per la soslila- 
zione dei valori di r, P, col ritenere a, b, e invece di a', 
b^, e' si avrà 

„ _ _„ rit ri ^(au'-+' bv'-+- cv>'')aeafdfd9 
— 16(aA-t-ac-4-icJ J * '- — i^^^*— 



- 24a6c 



s:f: 



|/(o'tt'-(-A't'*--i-<;^tti')' ' 



Fissi i valori di u, », tr poniamo per una prima integra- 
zione relativamente a, f, 

A = A'cos"© -*- e'sen"S , B = a' — {6'cos'9 -*- tf"sen'5) 

A,= i cos'è -1- e sen'© , B,= a — (6 cos'9 -t- e sen*5) 

cosy :^ a: , — seny df = dx 

i limiti diverranno x = l, x!=0, e perciò cangiando il 
segno, e rovesciando i limiti, e ponendo per brevità 

X = t/'(A -4- Bit") 






s.=32/;^"A.de/; ^ -32/;'"B,d»/;^ 

Ja -Jo (/ (a «-•-*« -«-e te")* 
Dalle integrazioni indefinite abbiamo 

/x'dx xX A Cdx 
~^ "21"" "aB J X 
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rdx X X 

X" ~ AX "" A^'(A-t-Bx") 

/x'dx X 1 rdx 
"XÌ"~~BX ~^ bJ X' 

SU 

r^ dx r^ dx 

"=J. r=J.7(A==B?)''"'* 

quindi ai limiti 

"=J. x = Ì7b'°M ÌTa )■ 

Osservando poi che per ì valori di A, B si ha A-i~-B=:a', 
e che per 1' ultimo integrale componente il valore di S3 
risalta 

ni" senfrffdfl _ n 

otterremo 

ri" /'!« B /»'" AB. 

S3=32j^ A.UdS -f 16aJ^ ^ dS - 16 j -^ Udfl 

16(ai^o^c) / r'-A.^g_ ri"B,^g X 
.a V*/ " A »/o B / 

Integriamo primieramente i differenziali algebrici, e si avrà 

dalla divisione 

B, _ _1_ (o — c){b — a) 

B ~ b-M: "^ (*-+-c)[(ò"— c*)sen'e-(-o»— Vj 
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Hindi moltiplicaDile per dS, ed osservando che 



* (a"— b')cm'S ■+- («'— c")sen'fi 2p^{«*~- i')l/^(a'— e') 

Jo «"cos'S -t- c'sen'0 Sic 
otterrà 

r" 5i js - -/J_ _ p^t'-'Kt»-») \ 

J. B ali -(-e {4-i-c)l^(o-M)l^(a-i-J)' 

r"^d9 = ^J L) 

J« A 2\S-.-c i-.-.:' 

peroià 

*' M - f" L jn _ "/ ' I 1^(<— »)t^(«-t) < 
A J. B 2Vt-<-<; (S-wr)lA(in-S).l/'(»->-c)' ■ 

istituiti questi valori nel secondo membro di Sj e ridu- 
ittdo sì trova 

ìj A,D(i«-16j^ -^W9-16(ot-^oe-ac)j ^ VdS 

24n [ii(a-t)-c(n-i-t)] 8a|/'(ii'— e') l/'(ii'— f ) 

" 2 "^ " o(S-)-4 «(S-m) 

ssla ancora la determinazione degli altri integrali che di- 
ndono dalle funzioni ellilticlie. 

8.''Siao>6, a>c, e A<|c, e prendiamo due qaaa- 
à X', X", che sia \'-t~ V= 1 t cioè poniamo 

X"=Ì=^ , X" = ^. , A = K(l-X-sen»9) 

rà 

B = fo"— i')4' , A + B = a' 



32 
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A" a'— (a*— 4")A'= [o— l^(a'— *').4][<M-|/'(a>— 4>).^ 
d'onde prendendo {/'{a* — i') ^ ma, verrà per il valore di 
U del precedente paragrafo. 

„ 1 , /KB-<-K(A-H-B).\ i , /l-«»4\ 

"= KB '°« ( — 7r-h2;^^?=nK '^ (ira) 

Ciò posto richiamiamo i valori di A, Ai , B, cioè 
A ■- S'— (*'— <r')»!ii"8 , A, = J — (S — cjsen'S 
B,=. {« — 4) — (4 — ejien'e 

e poaìai^ in generale 

fi» «en'-5 /1-M»4\ 

^"=J. -ir-'°e(ì::;si)* 

otterrcioa ' 

f" .^ J9 4' 

J. B 2(o-^S)K{<>'-4") • 

, 4--(a-t)(4-^c) w _ (4-,)(4'-,-) 
* 'l 2l/(o-4)' ^ " 2l/-(«'— 6')5 ' 

rl« B. 1 4— e 

I — Ilitó ^ V -) V 

J. B 2(o-^)K(a'-4') • aKi"'-*')' ■ 

S& (Luest'oltimo integrale si moltiplichi per a4-t-ac-^4c , 
e si sommi con il secondo verrà 

f'-^ VdS ■^- {at-MK-t-ic) f' ^ Od» 

1-^ 2t(f-0 (4-c)(4'-o-) 

~2K(»'— 4") • 2K(«'-*')" ' 2K(«'— **)' 



D,.i„.ob,GoOglc 



{ 396 ) • 
Gli integrali della forma Vj„ si potranno ridarre agli in- 
tegrali U]Q T e V, : infatti sostituendoci nei primi l' iden- 
tità 

A>= A'. A t= (1— X'sen*e)A 
ed eseguendo la dÌTisione, si avrà 



Sostituendo questi valori neU' ultimo degli integrali rica- 
viamo 



/•!« AB /"'* B. 



W9 



_.. (°'-°') V {i'-^ìic-*-a') (»-i) ,, 

2(6-«)lA(a'-f) " 2(4-M!)l/-(a"-S") • av/-(o'— 4') ' 

HoltipHcaDdo per 16 il primo , e secondo membro e sot- 

traendolo da 32 I AiU<i9 si trova 

r*" /'f AB. rf« B 

32 1 A,0il9— 16 I t^VdO—l^clb-^HK-^ie) I ^U<I9 

Ha come ho dimostrato in altra Memoria pubblicata nel 
giornale arcadico pel settembre 1848 , gli integrali della 
forma U,n « V,n si riducono ai trascendenti ellittici di pri- 
ma, e seconda specie, e precisamente nei parag. 8° e 10° 
sono riportati i valori di U, , U^ , V, , ed in quelle for- 
mole basterà introdurre X' invece di k', e sostituire un'am- 
piezza E invece di S col fare 
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ed avremo dagli indicati paragrafi 

u.=„F(v, e), u.= "itQ E,v, .,- 'K-yy-o . 

V.= ^1^ - ^!^^ [F(V,=) - E(XW3 
al/(o— c) o"— e 

Rappresentando adanqne per M il valore del primo 
membro delta data attima equazione, e sostitaendoci i va- 
lori di U,a U» , Y, , resteranno le sole qnanlità algebriche, 
e sarà 

8n(q'— ic) _^ Sn\^(a'~b').l/{a'—c') 

«(6-4-c) o{i-i-c) 

Riprendiamo con questi valori Tespressione Sj e verrà 



Infine sostituendoci il valore di M, si ottiene 

É dunque verificato che nella superficie di elasticità la 
curvatura totale coincide con la sfera di raggio 1. 
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LETTRE DE M.'' J. t. SYLVE8TER PROFESSEUR DE IIATHÉMAT1QUE3 

A LA ROVAI NILITAIRB ACADÉHIE f>E WOOLWlC» A LE 

BEDAC?eUR. 

Mon cher Monsieur 

J' ai I' honneur de tous enVqjet poar etre inséré dans 
Totre journal estimable , sì vous les en jngès digaes les 
ónoiiaés <k quelqaes Ihébremes qne j' ai troaVé danB mes 
récherches sor les solutìoDS en nombres entiers posKifs ou 
negalifs de l'équation cubique homogene k (rois variables. 

On sait selon Fermai que l'éqaatìon 

ai'-i- y*-i- z'= 

n'est pas resotuble en nombres entiers. 
On peat ajouter la mème cbose poar les équatiens 

a;S_^ yS_^_ 2^»= 

a,'-_ y»-_ 3^"= 

j'ajoDle que l'èqualion 

a,l_^- y9^ ,3_^_ 6«y* = 

est irrésolubte: aussi l'equation 

'2(x'->- y*-^ z*-^ &xyz) = ^7nxyz 
quand 

27n*— 8« -.- 4 

est un nombre premier, est irrèsoluble: aassi l'equation 

^{x^'-^- y^-4- a'-t- èxyz) ^ ^7vxyz 

est irrèsoluble quand 
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est un nombrc premier. 
De plus réqaatioi) 

^i_^_ y3_,_ X_z*^ M^' 

«st irrèsolnble daas les circostances suivanles, 
Posons 

M'- 27A= A* A' 
oa A' ne coolient nal fac(ear cubìqne. Alors si A' est pair 
et ne contient nul nombre de la forme 

et 8i A est un nombre premier, l'équation est irrésolable 

excepté dans Io cas que 1/ —r — soit un nombre eniier 

et dans ce cas Ih on pent douner la solution general de 
l'équation. 

La m£me chose a lieo quand A' reslant assujetie aux. 
ni£mes conditions qn'au parava ut, A est une puissance d'un 

nombre premier de la forme p^" * *"'. 

La mfime chose a anssi lien, sans que A' soit pair ponrvu 
qu'il ne contient nul facleur /^-^- 3j', et que 

A — 2*--". 

La méme chose a lieo encore pourva que A' ne contient 
nnl nOmbre de la forme /*-4- 3y' aree les conditions sal- 
vantes. 

/A ^" 

( — un nombre premier de la forme jt =fc 4 



= un nombre entier 
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/ --^=un nombre entier - 

( 18 

m si A, etant un nombre premier on « A, B respeetive- 
ncnt de la forme 

y« -»- 2 , y» -+- 6 ou bien de la forme 

qn — 2 , j» — 6 ou bien de la forme 

;n -t- 4 , ffl -<- 3 ou de la forme 

gn — 4 , qn — 3 ou de la forme 

jn =b 3 , qn. 

J'ai l'honneur ctc. 

Wooiwich 10 Octobre 1856. 



Il cbiarissimo sig. prof. J. J. Sylvester cbe era Ìd Roma nella 
prima metà di questo correote Genoaio 18S7 ci ha gentilmente pro- 
meuo per gli Annali una Nola, risguardante la nuova, e generale Ki 
■azione del problema «ulla partizione dei numeri: le importanti, ri- 
cerche di questo dotto geometra, si trovano £Jà riportate dal inedeaimo 
lenza dimostrazione nel Quaterly journal , pag. 141 t leg. London 
iuly 189S, 

B. T. 
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VAJIIE COSE ASTRONOMICHE 

iyor,4 

BI GIV8CPPE BIANCHI 



Dopo il mìo non amato e troppo lungo silenzio in codesti 
pregiati saoi annali di scienza fisico-matematica io mi pro- 
pongo di offerirle raccolte nel presente articolo alcune no- 
tizie di vario alimento, che vai sembran ai tutto non prive 
di nn tal quale interesse. E per prima, giacché altra volta 
in codesti Cògli mi trattenni intorno a orologi e cronometri 
le descriverà brevemente una preziosa macchinetta per uso 
di tempo, invenzione, e lavoro inglese del rinomato Dent,' 
acquistata già in Londra, ove fu ammessa all'esposizion uni- 
versale, e dalla splendida gentilezza del generoso acquirente 
e amator de' miei studi, l'Eccellenza del sig. Marchese Rai- 
mondo Montecuccoli, a me favorita in dono. È dessa una 
semplice mostra da tavolino che può chiamarsi 

I." L'Orologio avvitatore delle stelle. 

A differenza di tutti gli altri orologi, ne' quali rivolgonsi 
intorno ad uno o più centri del quadrante fisso le freccie 
che segnan ore, minuti, e secondi in questo è mobile intorno: 
al proprio centro, coperto esternamente da nn bottoncino 
in ottone, il quadrante nella cni periferia del più grande 
raggio leggonsi tutte le 24 ore suddivise ciascuna di cinque 
in cinqifò minuti e che passan successivamente sotto un breve 
ago ìndice fissato' superiormente e fuori del quadrante 
medesimo. Non avendovi che un moto e un indicazione sola 
di tempo, il jueccanismo ne è semplioissimo e il piìi robusto 
Atmak di ScwrtH Igat. e Fis. T VII. novm^nt ISM. 36 
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perA non atto a conoscere o misurare il tempo se non entro 
circa due minuti; ma la semplicità della costruzione riguardo 
al moto vi é poi combinata con altro artificio di nso oti- 
lìssimo, e questo consiste in ana serie di brevi e sottili ver- 
ghette metalliche infisse qua e là tatto all'intorno e appena 
sopra la periferia divisa del quadrante, ciascuna delle quali, 
che apparisce all'esterno come un ponto nero, arrivando col 
molo del qtiadrante sotto l'indice del tempo alza e lascia 
cadere iaterDamente il marlello di una campana si che n'esce 
ogni volta il suono di un botto. Se l'orologio y munito di 
registro e di bilaiìeiere a cunpensaiione, sia posto e regolalo 
a tempo sidered, la verghetle vi sono collocate e distribaite 
in guisa che ad esse corrispondono le Ascensioni rette oi 
passaggi meridiani superiori di altrettante stelle fra le pia 
brillanti o delle maggiori grandezse alle latitudini d'europa 
e preciumente sono queste io numero di 26, tredici della 
I.* ciaque della 2.* e etto della 3.* grandezza, il noibe e 
la costellaiiou delle quali rìapetlivaioentbt in^me alla po< 
siiione, si ha dal calak^hi. Quindi all'udir il botto della 
campana e guardando all'ora in quell'istaate segnata ai sa 
che all'istante medesimo la nota stella rispettivamente rag^ 
giunge la sua culminazion meridiana. Oltre a ciò vi ha nel 
quadrante una periferia concentrica, e un poco al disotto 
di quella delle ore, la qnal'è divisa di 10 in 10 minuti , 
Assia in 144 parti eguali, e a Gìaseuna divisàtmt é prati- 
eéto un piccolo foro in cui può inserirsi e fermarsi a vite 
nella grossezza del quadrante un bottoncino di ottone de^ 
atidabo a mature io osciUazione col suo gambo un pendo- 
letto che percuote d'ambe le parti nell'interno la campana 
e ne genera per alcuni secondi un acuto suonot come di 
sveglia. L'oscilUBione e il suono produ)ceaì repentinamente 
non appena il bottoncino fermato (e ve no Ila sèi da fer- 
marsi qdà e là Dei forif è perr^nato all'indice delle ore. 
Egli ò cliiard dopo ciò che voiendo esser avvisati alcnni 
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minuti prima che nna data stella passi pel meridiano all'nopo 
dì osservarla non si ha che da portar e chiudere uno dei detti 
bottoncini nel foro precedeoto di circa 10 minuti l'istante 
del passaggio o della osservazione; e se l'osservatore fosse 
per avventura distratto colla mente in calcoli o in altri pen- 
sieri , alto scoccar e battere della sveglia se ne scuoterà 
e si recherà tosto all'osservazione che non andrà perduta, 
come potrebbe altrimenti accadere. Di conseguenza que- 
st'Orologio da tavolino, tenuto nel gabinetto da stadio dì 
un Astronomo , non è tanto un ometto di ornamento per 
eleganza e pregio di lavoro che molto più non debba dirsi 
utile- per l'uso a cui serve, e dì esso avrebbero a foniirsi 
le specole maggiormente attive o di prim' ordine. E non 
meno l'orologio stesso pud vantaggiosamente adoperarsi negli 
osi qualunque delta vita civile, regolandolo al tempo solare 
a comune , e ricevendone gli avvisi precedenti all' atto e 
istante di una determinala operazione cui molto prenda di 
non fallire p&c una causa qualunque di smemorataggine. 
Tal è l'ufficio e giovamento dell'orologio avvisatore di Dent, 
che però in particolare venne immaginato e costrutto dall'in- 
gegnoso artefice a peculiare servizio di pratica Astronomia, 
come dimostra l' indicazione dei passaggi meridiani delle 
principali stelle. 

II.° Un doppio &liste lunare parziale e totale 
possibile a un tempo. 

L'Eclisse della Luna, di pochissimo non totale, annun- 
ziato dall'effemeridi per la notte dal 13 al 14 Ottobre del 
corrente anno, col favore di un Cielo bellissimo e slato ve- 
duto e ammiralo per tutta Europa, e come di uno spetta- 
colo veramente magnifico a contemplarsi, quasi ogni pub- 
blica gazzetta n$ ha tenuto diiìcorso. Da parecchie Specole 
se ne fecero le precise osservazioni del cammino dell'ombra 
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terrestre lunghesso la superficie dell'emisfero lanare a noi 
rivolto , osservazioni già iaserite e pubblicate ne' giornali 
astronomici. Però il contorno di quell' ombra essendo per 
la sua generazione , anziché una linea ben terminata una 
sfumatura o degradazione di qualche larghezza, il giudizio 
degli appaisi o contatti lunari ne diviene alquanto incerto 
uè saprebbesi tirarne conseguenze di calcolo se non appros- 
simate. Ommessa per tal motivo l'operazione scientifica di 
misura io pure con altri voglio limitarmi a vagheggiar sem- 
plicemente il fenomeno, e notarne dal principio al fine le 
&iche circostanze che ofTran materia di riflessione. Que- 
st' eclisse pei nostri meridiani e puro cielo d' Italia tanto 
più è riuscito rimarchevole quanto il suo colmo è avve- 
nuto all'ora circa della mezzanotte, cosicché il suo svolgi- 
mento per noi presentavasi nella maggior elevazion della 
Luna e quindi a condizion atmosferica più propizia. Piena 
cosi e alta la Luna, bello è il vederne illanguidir lo splen- 
dore poco a poco e progressivamente dalla parte orientale 
del disco verso l'occidentale; indi nella prima di queste ar- 
rivar e avanzarsi del pari l'ombra terrestre sfumata, e di 
plumbeo colore , che ricopre e non lascia più distinguere, 
fino ad un certo punto, le varie parti lumeggiate del disco; 
dipoi, avanzatasi di più 1' ombra, ricomparir tali parli , e 
trasparir, come da un velo rosseggiante, e ognor più vìvaci 
ma non tanto che, all'essere pressoché adombrato 1' intero 
disco, non appaja la volta celeste sparsa d'innumerevoli 
stelle fino alle più minute come a notte serena e senza lu- 
na; e infine all'emersione lunare offerirsi allo spettatore te 
stesse apparenze e vicende in ordine inverso. Durante la 
massima oscurazione io notai emergere istantaneamente dal 
lembo occidentale della Luna due stelle telescopiche o pic- 
colissime , ed altra simile poco mancò non s' immergesse 
nell'orientale , sfuggendo ad essa la Luna col suo moto in 
declinazione verso il polo boreale. Una qualunque delle 
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Stelle , TÌcine bastantemejite al piano dell' ecHltica ove di- 
stendesi l'ombra terrestre, può essere occultata in un eclisse 
lanare , si che ne avvenga per noi simultaneo an eclisse 
duplice di luna, e di stella, ma fuori di questa circostanza 
le stelle più minate e telescopiche e parimenti i novelli 
piccoli pianeti non potranno mai vedersi occultati dal no- 
stro Satellite in plenilunio. 

Innanzi che accadesse il recente eclisse lunare duMtavasi 
benché di piccola differenza, se il medesimo sarebbe riu- 
scito parziale o totale. Itegli annunzi dell'effemeridi si leg- 
geva sopra quelle di Berlino che il calcolo più accurato ne 
porgeva la massima quantità oscurata di digiti 11 , 97 e 
quindi la parte scoperta di 0, 03 = 5" ( preso il diametro 
orizzontale della luna = 33' 36"); sopra quelle di Londra, 
ossia dal Nautical Almanac in parti del diametro lanare = I 
assegoavasi la parte non oscurata = 0,006 = 12"; dall'ef- 
femeride Milanese dìcevasi questa parte di digiti e mi- 
nuti 20 = 56", e la stessa dalla conoscenza dei tempi dì 
Parigi era indicata forse alquanto maggiore nella minima 
distanza ivi data dei centri della Luna e dell'ombra terre- 
stre, e ^ 29'. 31". L'immediata ed effettiva osservazione 
ha decìso che l'eclisse è stata realmente parziale. Osservan- 
dolo col mio caonochiale di Fraunhofer a forte ingrandi- 
mento io non vidi rimanere scoperto fuorché un breve e 
stretlissim'orlo del disco lunare che stimai non maggiore di 
5 a 6", laonde a mio giudizio avrebbe colto nel vero l'ef- 
femeride di Berlino, un pò meno quella di Londra, e assai 
più lungi quella di Milano e Parigi. 

Fu pur bello in quella notte del 13 ottobre e nelle suc- 
cessive fasi dell'eclisse il vedersi Giove brillantissimo, poco 
discosto e all'occidente . della luna. E quanto non sarebbe 
stato più raro e meraviglioso lo spettacolo, se in quei mo- 
menti avesse potuto combinarsi 1' occultazione lunare , av- 
venuta dipoi e solo un mese circa più tardi, del maggior 
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Kanela del nostro sistema, per messa e volaffie, che ognor 
mi richiama la cara e sublime imagìne dell'inamida di 
Klopslock! Ma nella detta circostanza neppur avvenne alcan 
eclisse, benché si frequente, dei Satelliti di Giove nell'ombra 
del pianeta ; laonde non potè avverarsene il titolo, in appa- 
renza paradossale, imposto al presente paragrafo, e che na- 
toralmente si spiega con dne Lune che si eclissino a no 
tempo, come sarebbesi realizzato se, durante il recente parzial 
eclisse della nostra Luna terrestre, sì fosse trovata immersa 
totalmente nell'ombra del suo più grande pianeta una delle 
quattro Lune gioviali. 

in.* VoccuUaziotie di Giove 
la notte daW B al 9 Novembre di queat^anno. 

Un'occultazione di Giove per la nostra Luna é sempre 
-un fenomeno , quanto vago e piacevole a vedersi con un 
buon cannocchiale , profittevole altrettanto alla scienza di 
misura per l' osservazione precisa che paò farsene. Quella 
perciò ch'era prenunciata nell'effemeridi per la notte dall' 8 
al 9 del Novembre testé caduto arri certamente occupata 
l'attenzion degli Astronomi ; né io pare mancai di recanni 
e trattenermi ad osservarla , benché in ora piuttosto inco- 
moda, in qnesta R. Specola. Il cielo per me, in apparenza 
e all' occhio nudo , sarebbesi detto sereno presso il luogo 
del fenomeno, ma di fatto l'atmosfera nostra vi era velata 
da un'alta e non rara nebbia di guisa che usando cannoc- 
chiali a forti ingrandimenti ne venivan confuse le imma- 
gini dei contornì e dell' altre parti illuminate si di Giove 
che della Luna , e i Satelliti del primo vedevanti appena 
come languidi punti ; i) perché mi convenne servirmi di 
oculari dolci o più deboli. Un'altra circostanza rendeva m«n 
bello il fenomeno ed era la simultanea congiunzione del 1.* 
col 3." Satellite e del 2." col 4.° , cosicché due ore prima 
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^ell' ocetritatnflBto lunare non vedevanù (aaechè i SotellUì 
3.' « 4.^ « soltsato il 2." emerger doveva dair'Onibra del 
pianeta iepo la detU occoitazione e ^ Iramontali insiems 
la ÌAifia e Giove. Inoltre il 3." Satellite penetrò e si per- 
dette nell'ombra stetsa -del su* piaaeta imamn che la Lana 
ra^nqgesse «d occultasse il sistema gioTÌale, ed io ne ot- 
■errai l'istante deli'immereione a 

11.* SS." 58.' 2. di tempo medio a Modena. 

ficeo ciò premesso la mia osaervaiione dell' «ccBltanento 
lunare i 

1." Contatto dei lembi di Luna e Giove 13.^44 " 9.'1 1 di 

2.' 45. 33. 4 > tempo 

disparizione istantanea del 4-'' Satellite 46. 1. 1 ) med. 

I^ Dotaaiooe dei minati secondi é precisjij e ri^cootrai pure, 
leggendolo immediatamente all'orologio,!! minuto j)rimo della 
4is{)arìzion del Satellite; ma l'osservazione, fatta da me solo^ 
non ni permetteva nei brevi intervalli fra l'ano e l'altro 
istinte di osservazione di toglier l'occhio dal caonoccbiale 
per legger ogni volta il minuto all' Orologio del qasle io 
numerava e (eueva io mepte le baltute dei secondi. AU'emer- 
stane poi la Lqna declinata e prossima all'orizzonte vi rest^ 
avvolta in ano strato di nubi « di densi vapori cbe la tol- 
sero interamente di vista, perloccbé la secoihda parte dell'otr 
seriraùon del fenomeno me ne and^ per4ut'- 

IV." Vn Ecluie 4* Sole ed un EcUm di 
Luna, non che possiòili realmente avvenuti ad un tempo. 

Se l'argomento propostomi e svolto nel paragrafo II", 
nel suo titolo aveva del paradoteo, molto più ^ehail pre- 
sente dal modo e titoJo di eounciarU). A chi domandasse 
invero «ti rjisolrerne l'enigma o il quesito della possibilità 
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del caso, sarebbe tosto da rispondere essere assurdo, e perciò 
impossìbile, che la Lana si trovi a un tempo in congino- 
zione e in opposizione a) Sole per averne BÌmaitaneameote 
alla superficie terrestre an Eclisse di questo e di quella. 
Ha ciò è vero per la nostra terra, cb« ba ana Luna o no 
Salellile soltanto ; non cosi per Giove, che ne ba quattro, 
nei moti delle quali, relativamente al proprio pianeta e al 
Sole, può benissimo combinarsi che avvengano ad un tempo 
le opposte sizigie e quadrature dall'una all'altra, e vai a dire 
che mentre una di esse, rispetto a Giove, trovasi al plenila- 
nio,una seconda sia nel novilunio, una terza nel primoqnarto, 
e la quarta nel secando. E il plenilunio o novilunio simultanei 
(visibili però dagli emisferi opposti della superficie di Giove) 
possono accadere a si breve distanza dal piano dell'orbila di 
Giove stesso che dal primo abbiasi un Eclisse lunare, o del 
Satellite, e dal secondo alla superficie dell'opposto emisfero 
del pianeta un Eclisse del Sole. Vedufo il qual' doppio 
fenomeno contemporaneo dalla terra corrisponde, qnello alla 
disparizìone di un Satellite di Giove nella grande ombra 
del pianeta, e questo al passaggio della piccola ombra del- 
l'altra Luna o del Satellite opposto sopra il disco di Giove 
medesimo illuminato dal Sole. Una siffatta combinazione , 
che però non dev'essere! molto frequente ad avverarsi, ac- . 
cidentalmente io credetti di osservare la sera 19 di Novembre 
ultimo scorso. Poco innanzi le ore 7 di detta sera colli- 
mando a Giove col mio cannocchiale di Fraunhofer a mas- 
simo ingrandimento notai il primo istante dell' emersione 
del 2.° Satellite dall'ombra del pianeta cbe fu a 

6.* 49." 47.' 3 di tempo medio a Modena 

seguitando poscia il Satellite emerso a crescer di luce per 
circa 2." e 15.' Vederansi allora ì due Satelliti 2." e 4.' 
all'Oriente di Giove, e gli altri due 1." e 3.° all'occidente. 
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Ora, poco ìnnanii l'osservata emersione, io rimarcai sol 
disco di Giove presso il lembo Sud-Est una piccola macchia 
rotonda ben contoroata e assai scura, che si avanzò molto 
sensibilmente e scorrendo lunghesso la fascia più meridio- 
nale, ossia verso il lembo Sud-Ovesl del disco. Questa mac- 
chia, per grandezza e figura, e velocità e direzione di molo 
parallelo alle fascie mi parve non poter esser altro che l'om- 
bra del 1." Satellite il quale si movesse dalla parte infe- 
riore della sua orbita, in riguardo alla (erra, verso la su- 
periore, ossia da oriente a occidente ; poiché la direzione 
del moto dell'ombra segue quella del moto del corpo che 
la proietta. Tutto ciò potrebbe facilmeote verificarsi dalle 
tavole dei movimenti del 1." Satellite e dai luoghi geocen- 
trici di esso e di G^ove , ma non avendo io , al momento 
che scrivo, agio dì eseguirne il calcolo, mi terrò pago alta 
verosimiglianza del mio giudizio alla semplice ispezion del 
fenomeno ; donde però vìen confermato che può sempre , 
accadere un eclisse di Sole simultaneamente ad uno di 
Luna, ed ambo visibili allo stesso terrestre osservatore. 

Mi rivolgerò infine piuttosto a riflettere, che siccome 
nell'effemeridi astronomiche si trova utile , per avvertirne 
gii osservatori, di prenunciar le disparizioni e riapparizioui 
dei Satelliti di Giove , desumendole dal calcolo delle loro 
opposizioni al Sole rispetto al pianeta, cosi mi sembra che 
tornerebbe per avventura non meno utile produrvi pure il 
calcolo e gli annunzi delle congiunzioni de'medesimi, e in- 
dicarvi quelle che recano un Eclisse del Sole al pianeta. 
Perciocché osservate queste con buoni e potenti cannoc- 
chiali, oltre al nuovo mezzo di correggerle favole dei moti, 
potrebbe venirne l'occasione a qualche novello discoprimento 
inaspettato , come la porsero per la velocità della luce le 
opposizioni e gli eclissi lunari di Giove. 
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miORNO ALLE SOPGRFICIE LE QUALt DEPOBHANDOSf 

RITENfiONO LE STESSE LIAEE Bl CURVATURA. 

DI CeOAXZI BSLVINO 

PltOTESSOBB HELL'i. B. GINNASIO LICEALE 01 TAtlA. 

1. Le X , y , X , coordinate rettangole d'nna superficie t 
siano funzioni di due Tariahili jx, v tali che le equazioni 
fL r= covt , V = cost esprimano i due sisteiai di lìnee di cnr" 
valura. Si cbiamino m, r l'arco ed il raggio di corratarar 
corrispondenti alle linee v = cost> e sì chiamino n , « le 
analoghe quantità per le linee ft = cost. Simo a f b f e i 
cosfioi de^i angoli, che la normale alta supei^cìe nel puat» 
di coordinate [i , v fa co' tre assi. Infine si denotino con 
apici in alto le derivate prese lispello a fi ; e con apici 
in basso quelle prese rispetto a v. Sussìstono, come è Boto* 
le sei equazioni seguenti 

a'=-?^, V »' , te-i , 

r r r 

___», . _y, =,_^ 

' ■ s ' * s ' i ' 

etimioando dalle quali i coseni a, b, e, si deducono le tre 

(l_l),^,(l,_,(iy,. 



'à' 
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(2) «**-♦- y"-^ «"= m", «/-»- y/-+- z,*=s «/, 
dalle qaati 

xV-4- y'y',-*- 3's'= mW, , jc^',-^ VtV!'^ ^.''i"^ "i**/ » 
inoltre 

y«,-t- yV*"*" *'',= i 
cosi , moltiplicaado le (1) ordinatamente dapprima per 
«*, y', i', dipoi per «, , y, , x, , e sommandole s'ottengono 
le due 

,3, (i)=(,„g„,,(i_i) , (iy=,>„,»,v(i-i). 

DertTando il prodotto — ed osservando le (3) si trovano 

i(i)=(i)-,.o.<4-^.)> 

perciò, ponendo — ^p, saranno 

P*— (logt./)'- p (log^J , p,= /'(logT^) - P'(l«g'«'*)< ; 

Si formino ora i dne valori dì p\ , si eguaglino tra loro, 
e si sostituiscano nell'equazione risultante invece delle p^ 
p, i rispettivi loro valori; fatte le riduzioni risulterà 

(4) [(log™')', - (1»!»'), ('»«"-') y 

~[('°*^) ~ ('"'e™"W'''«"'")']f 

-4-(lop.,V,-(log«,)'(log^) = 0. 
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Quest' equazione serve ad eoprìmere il rapporto de' dae 
raggi di curvatura d'una superficie per mezzo degli archi 

1 
delle linee di curvatura, quando sia nolo il volore di — 

formato con le stesse quautìtà. Ora, la fonnola di Gauss, 

. 1 , 
la quale fa conoscere il valore di — in funzione degli 

archi di due sistemi qualunque di linee esistenti nella sd- 
perGcie , diventa nel caso in cui queste linee siano orto- 
gonali tra di loro 

1 \n, h \m') 
{5 — = •—, — . 

2. Per quelle superficie, le quali deformandosi ritengono 
le stesse linee di curvatura, l'equazione (4) dev'essere sod- 
disfatta da sé stessa indipendentemente dal valore ài p ; 
diversamente il rapporto de' raggi di curvatura resterebbe 
costante mentre la superficie s) deforma. Eguagliando a zero 
il primo ed il terzo coefficiente, ed integrando le equazioni 
risultanti, s'ottengono 

(«) (logm'),= t(.)^ , (log«,)'-*(c)^" ; 



ove le A, k sono due funzioni arbitrarie, l'una di fj. l'al- 
tra di V. Ponendo 

Iog_'=, , 
la (5) diventa 

(J) ht'-^ kt,->- k'-t- k,-i-\ = {i; 

ed eguagliando a zero il coefficiente secondo della (4) si 
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ottiene 
(e) r/— 4AA«"= 0. 

Le equazioni (&), (e) non possono sussistere contempcrane»* 
mente 3 difatto si derivi la prima due volte, nna rispetto 
(X ed nna rispetto a v, e si elimini mano mano la quantità 
t/ mediante la seconda; risulterà 

t"^ — 4Ae«(A'-+- 2A,-^- 2*(,) . 

Si derivi la (e) rispetto a ^ , e si eguaglino tra loro i due 
valori di t'', ; si troverà 

ht'-^ kt, -.- A'-^ A, = ; 
equazione assurda , come insegna la (A). Dunque Ìl pro- 
blema non ammette soinzione, ogni qualvolta le k, k ab- 
biano entrambe valori differenti dallo zero. 

Si ponga Jt = , e la prima (a) diventerà m', := ; la 
quale insegna che le linee v = cosi sono geodetiche e quindi 
piane. Difatto in questo caso m'é funzione della sola fi , 
per cui denominando X l'arco d'una linea qualunque trac- 
ciata sulla superficie sarà 

la quale , come è noto , insegna appunto che le v ^ cost 
' sono geodetiche. La prima (a) e la (e) integrala forniscono 

(J) «.■=A(rt, ■!=^=B(n)C(v); 

ove le A, B, G sono funzioni arbitrarie delle variabili no< 
tate tra parentesi. In seguito, la seconda {a) e la {f>) som- 
ministrano 

{e) n, = C/A ABd/x -•- D{v) , (AB)'-4- B = ; 

ove D indica una nuova funzione arbitmria. Si scriva 
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* ivi • 

ove E denoia ctna funzione di [i; e si facciano 

C = l , AAB — 1 , 
il che equivale a sostituire le variabili fCd)t,J'hkBdp. 
alle V » {X. Si dedurrà dalla seconda (e) 

B = E' 
scrivendo E invece del prodotto della slessa E per aoft co- 
stante arbitraria; quindi saranno 

Queste e le (3) riducono le (1) alle seguenti 

«\ _ J__ ti — J- £' — ^ . 
a;, /Lt-i-D ' y, /i-i-D ' i, ft-^-D ' 

da cui 

», = 5,(/x-.-D) , s, = nin-^-D) , ., = ?,((.-^Dl ; 

ove le %, )], ^ sono funzioni arbitrarie di v tali che sod- 
disfacciano l'equazione 

come insegna la seconda (2). InOne 

ore le «, j3, y sono funzioni arbitrarie di y. tali che sod'- 
disfacciano l'equazione 

come insegna la prima (2). AOìne di determinare queste va- 
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rie fonzionì si faccia / 

e si deducano dalla {k) le seguenti 

^"^,^"^if=ìi' , |c>'"-.-,;S'"-.-y=(S8')'. 
Dovranno essere 

«'"/'— a"y"=0. /5"Y'-/5V — 0. (3S')Y'— S*'y= i 
da CD) 

ove Gt H, . . . sono costanti arbitrarie ; quindi la {k) sì 
decomporrà nelle due 

Ora le funzioni §, v, i si determineranno mediante le (g), 
(m), le funzioni a, ^ mediante le due prime (l), e .le fun- 
zioni yifi), D(v) rimarranno arbitrarie nelle equazioni (h). 
Holtiplìcando le (k) ordinatamente per G, L, 1 e som- 
mando i risallatii si trova 

G;B_^.Ly-+-x=Pft-4-(G'-i-L'-4-l)y-.-GK^LN ; 

la quale insegna che le linee di curvatura [i = cosi, sono 
situate in piani paralleli tra loro. Dunque le superficie 
espresse dalle equazioni {k) sono le stesse considerate da 
Monge al § XVII della Application de l'Ànalyse à la Gèo- 
métrie ; anzi le (A) contenenti due funzioni arbitrarie po- 
tranno aversi come l'integrale generale dell'equazione alle 
derivate parziali del second'ordine, la quale esprime la pro- 
prietà caratteristica di queste superficie. Le {h} moltipli- 
cate rispettivamente per |, , «i, , ^, e sommate danno 

5,a:.^ij,y-h^,5=?,/D5,iv-4-ij/Di),dv-^/D?,rfi^K?,-t-N>j,; 
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la quale manifesta la nota proprietà delle medesime Enper- 
ficie , quella cioè d'avEre le linee ■ dì curvatura v^cost. 
situate ÌD piani perpendicolari ai piani delle prime. 
Si pongano é = 0, A^O , e le (a) diventeranno 

m', = , b', = ; 

quindi sì dedurrà dalla (5) 

±-0. 

rs 

la quale esprime la proprietà caratteristica delle superfìcie 
STÌluppabili. 

Dunque due soli gruppi di superficie ritengono deforT 
mandosi le stesse linee' come linee dì curvatura; cioè le 
superficie aventi le linee di curvatura dell'uà sistema si- 
tuate in piani paralleli, e le superficie sviluppabili. 

Pavia, 14 gennaio 1857 



N.B. La pubblicazione degli Annali ilei 185S essendo alqiunlo 
rilarilata , (ìi sì che in qoesto Tascicolo del Novembra venga pubbli- 
cata una Memoria con la daU (ti-l Gennaro 1»37. 
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sull' opera del sic. flourens. 

DELLA longevità' UHANA E DELLA QUANTITÀ* DELLA VITA 
SUL GLOBO 

ARTICOLO 
DEL nOW. e. PONZI 

Nel decorso del passato anno 1856 {*), comparve in Parigi 
la terza edizione dell'opera del sig. Flourens, intitolala Dflla 
longevità umana, e della quantità della vita sul globo, lo sod 
debitore al mìo distinto collega ed amico, il prof. Volpi- 
celli, della lettura di questo importante libro. Dedicalo sem- 
pre ai medesimo genere di sludi , trascorsi quell' opera 
col più vivo interesse , tanto per lo stile semplice e can- 
dido con cui è scritta, quanto per ammirare le profonde dot- 
trine dì cui è ricolma. Scopo del lavoro del sig. Flourens 
è quello di far meglio conoscere la durata dell'umana vita, 
e considerar sotto un punto generale di vista la quantità 
di essa e la sua comparsa sul globo. Ognun sa come in 
tutti i tempi, gli nomini presero (ale interesse a conoscer 
la vita, che lunghe e gravissime questioni si agitarono, ne 
mai si raggiunse lo scopo di risolverle, perché i filosofi a 
seconda del proprio modo di vedere, giudicarono diversa- 
mente della vita nelle svarìatìssime forme sotto cui si ma- 
nifesta. Ha dopo le grandi scoperte, che che tanto onorano 
il nostro secolo, somministrarono una più esatta idea del 
creato, della natura, dei suoi esseri, e delle leggi che l'ar- 
monizzano e regolano , la scienza naturale della vita can- 
giò in qualche parte eziandio d'aspetto: molti astrusi pro- 
blemi furono soluti , e il poter contemplare oggi la vita 
organica sotto un pnnto di vista , complessivo e generale, 
è cosa del tutto moderna e nuova. Tale è il pregio dal- 
(*) Questo fascìcolo del novembre ISSfi vìeoe pubblicato nel Mar- 
io ISH. 
AnnaK di Siimit Mot. e FU.T. VII nooenbrt 1856 37 
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I' opera del sig. Flourens , di cui io esporrò in breve il 
contenuto, e ciò facendo mi si renderà Opporlnno dire al- 
cuna cosa sullo stato primitivo dell' organismo , 9 sol- 
r analogìa delle potenze che lo dominano con quelle del 
pianeta a cui appartiene, per dimostrare la legge di natara 
unica e stabile: le quali cose mi sembrano non discordare 
colle teoriche esposte dal chiarissimo autore. 

Ponendo frattanto mano al lavoro, e parlando della prima 
parte di quell' opera , il sig. Flourens consagra un intoro 
capitolo, a commentare le gesta del prototipo della sobrietà, 
il celebre Luigi Cornaro di Venezia, e del religioso fiam- 
mingoLessio suo traduttore e imitatore, a fiiie di dimostrare, 
4 fissare il termine naturale della umana vita, che stabilisce 
ad un secolo, come termine medio, sebbene non manchino 
esempi di vecchiezze mollo più avanzate: esempi rarissin^i, av- 
vegnaché la maggior parte degli uomini sono itccisi dai loro 
costumi, passioni, e disagi della vita. 

Stabilita la vita secolare dell'uomo, passa nel secondo capi- 
tolo a parlare della vecchiaja, considerandola sotto quattro 
differenti aspetti, fisiologico, psicologico, patologico, ed igie- 
nico. Fisiologicamente parlando la vita consiste nello svolgi- 
ipento di un periodo dì tempo, durante il quale l'essere vi- 
vente percorre un movimento parabolico, diviso in due metà 
una ascendente, discendente l'altra, che a lor posta sidividono 
eziandio in due metà,in guisa che tutto il periodo vitale viene 
costituito di quattro diverse età: l'infanzia, la giovinezza, la 
virilità, e la vecchiaja. Ciascheduna di queste vengono dalCh. 
A. ulteriormente ripartite in due, da cut risultanp una prima 
e seconda infanzia, una prima e seconda giovinezza, una prima 
e seconda virilità, una prima ed ultima vecchiaja> Le pri- 
me due età, comprese nel periodo'ascendenle, sì succedono 
ciascuna di 10 anni in 10 anni, le altre spettanti al periodo, 
discendente di 15 in 15 , senza peraltro che nelle une e 
aelle altre possa scorgersi una linea marcata di passaggio. 
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ma si succedoDO sfumando le une nelle altre, da cui risulta 
Un tatto continuato e graduale. Assegna il th. A. per ca- 
rattere dèlU prima infanzia il processo di dentizione, e per- 
ciò la distingue col nome di periodo dentario. Nella se- 
conda comprende I' adolescenza , coi si annette la puber- 
tà, ed ha per carattere distintivo, V incremento del corpo 
in lunghezza. Alla prima giovinezza appartiene lo svilnppo 
del corpo io grossessa, e alla seconda Ìl perfezionamento de- 
gli organici tessuti, e perciò detta d'invigo razione. A qué- 
sto punto tutto lo sviluppo é compito, e Ìl corpo giunto al 
massimo della sua robustezza , che si mantiene nelle due 
età virili , durante Te quali il corpo resta nello statò sta- 
zionario, fino al principiare della vecchiaja. Nel primo pe- 
riodo di quest'ultima età, incomincia la decadenza del corpo, 
colf esaurimento delle forze sopraboodanti o di riserva ;' 
Dell' ultimo finalmente il logoramento delle forze attive. 
Tutte queste fasi meglio si scorgeranno nel seguente qua- 
dro sinottico. 



Età 


Du- 
rata 


Anni 

di 
Vita 


Caratteri 


Infanzia j^;| 
GioWaezza In', 
Virililà \l'. 
Vecchiaja j*;] 


10 
10 

10 
10 

15 
15 

15 
15 


10 

20 

30 
40 

55 
70 

85 
100 


Dentizione 

Accrescimento in Innghezza 

Accrescimento in grossezza 
Invigorazione 

Stato stazionario 
Id. 

Esaurimento delle forze di riserva 
Esaurimento delle forze attive 
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Ognuno paò giodìcare quanto vera, retta, e BlosoGca sia 
questa maniera di distinguere le età componenti tutto il pe- 
riodo vitale dell'uomo; essa è del tutto nuova e originale del 
Signor Flonrens, ed io stimo abbiasi immediatamente a so- 
stituire a quella convenzionale partizione per settenari, che 
luttora si mantiene nelle scuole: miserabile reliquia di vec- 
chi pregiudizi. 

Dalla parte fisica il Gh. A. discende alla psicologica, e 
passali in rivista tutti coloro che scrissero sulla vecchlaja, 
fa rimarcare qnal differenza esista fra lo svolgimento del 
perìodo fisiologico della vita , e il progresso dello spirito. 
Nel primo le forze organiche crescono e decrescono, nell'al- 
tro la potenza psicologica sempre più aumenta fino all' ul- 
timo periodo d' esistenza. V esprit, egli dice pag. 58 a deux 
grands ressorts d' action: V atlention, et la réfiexion. Dans la 
jeunesse, V atlention, vive, mobile, toujour» preueè, se répand 
sur tout; mai» la réflexion manque. Dans V Uge tnur, l' at- 
tentian et la réflexion s' unissent entemòle, et e' est ce qui fait 
la force de l'àge mùr. Dans la vieillesse, V attention fuit, 
mais la réflexion s'accroit; la vieillesse est l'àge oii le coeur 
humain se repUe sur lui-meme, et se sait le mieux. 

Nello studio patologico della vecchiaia, il sig. Floarens 
distingue- cogli antichi filosofi le forze m riserva dalle at- 
tive, come presso gli antichi medici le forxe oppresse, dalU ri- 
solute, l'oppressione dalla risoluzione delle forze. Dans les 
maladies de la jeunesse, pag. 64, le cas dominant est L'OP- 
PRESSION des forces ; et e' est alors qui faut saigner : à 
mensure che le gang coule les forces opprimées se relsvent, 

Dans les maladies de la vieillesse le cas dominant, est la 
RtSOLUTION des forces, et e' est alors qu' il faut éviter , 
du moins en general, d' employer la saignée. Queste verità 
frutto di una gran cognizione della vita , sono corrobo- 
rate da sentenze ed esempi dei più valenti autori, dimo- 
stranti le vaste cognizioni dell' Autore. 
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FiDalmente sul metodo per ottenere l' intero sviluppo 
Vitale, egli dice, pag. 66, Le chapitre de VkygUne sera tou- 
jours le chapitre le plus importane d' un livre sur la vteil- 
lesse , et l' article de la longevité sera toujours t article le 
plus interesaant de ce chapitre. Dimostrala questa importanza, 
il Ch. A. viene alle regole per raggiungerne il fine , le 
quali sono: pag. 67 l." Saper d'esser vecchio: 2,° Cono- 
scere se stesso : 3." disporre convenientemente la vita abi- 
tuale: A* Combattere tutte le malattie dalla loro origine. Con 
queste quattro regole salutari, quanto si vivrà? On ne vi- 
t>rà pas plus que sa vie, pag. 69; mais on vivrà toute savie, 
e' est-a-dire tout ce que permei d' espérer la costitution par- 
ticuliére de chaque iudividu, combinée avec les leis genirales 
de la constitution de l' éspece. 

In conseguenza di sifatta deduzione vien Tuori un que- 
sito : qual' è dunque la durata naturale e normale della 
vita umana? Questo quesito si propone il Ch. A. nel terzo 
capìtolo della prima parte, e a rispondervi pone per base 
che, tout dans l'economie animale, est soumis d des lois fìxex, 
pag. 71. La durata della vita può essere giudicata storica- 
mente e Gsiologicamenle. Dopo aver esaminalo tatto ciò che 
8Ì osservò nello stalo selva^io. e che pochi in quello stato 
arrivano alla morte naturale , essendo quasi tutti vittime 
dei disagi, e dei pericoli in cui sì trovano, dimostra chia- 
ramente che la durata naturale della vita non dipende da 
canse esteme, ma dall'intima costituzione, e da virtù 
intrìnseca dell' organismo. Il Ch. A. riporta la defini- 
zione della vita dì Gtivier, la commenta, e ne deduce che 
il periodo vitale , nelle diverse specie , viene indicato dal 
più o meno rapido accrescimento del corpo, e perciò trova 
giusta r osservazione dì Buffon, che il periodo dì gestazione 
è in ragione diretta della longevità. Stabilisce quindi die- 
tro le sue proprie esperienze, che il segnale di un com- 
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piuto accrescìmeato o sviluppo del corpo, è la riunione delle 
ossa alle loro epifisi, e ne riporta moUissimì esempi, spe- 
cialmente nei mamniiferi, come ì più prossimi all' uomo, e 
fra qnesti alcuni arrivati anche al doppio dell'ordinario pe- 
riodo. Ciò che poi i singolare , il Cb. A. rimarca che la 
doppia infamia cioè 20 anni , moltiplicati per 5 danno il 
numero di 100. o il totale ordinario della.vi(a umana, am- 
messo da Ilal[er e da Buffon. Peraltro insegna l' esperienza 
(he D^lla classe dei mammiferi, dove meglio si osservò, la 
vita straordinaria, o quella che oltrepassa il secolo; può pro- 
trarsi fino al doppio, la i}ual cosa non è bastante a quietare 
lo spirito umano: l^nto é l'innato desiderio del virere una 
lunga vita. 

Se non leggiere sono le ques^ionr trattale nella prim^ 
parte delF opera del sig. Flourens , gravissime e profonde 
risultano quelle agitate nella seconda ^ l^rza parte deli' opera 
istessa. Nell'intraprendere a parlare della quantità della vita, 
« della sua apparizione sai globo, io porrei esordire eoa 
no quesito: dove si trova la vita? Ad una tal domanda lutti 
mi rispondono , essere eqsa giacente su tutta la, superficie 
del piaueta terrestre, a modo di un grande involucro che 
lutto Io liye^te, che si soil^vf^ sfumando nsU' atmosfera, fino. 
ad ui^a cei;ta alfteiza , come si abbassa fijao ad una. certa 
profonditi» nei mari; q che sullft superficie dei continenii, 
o non peneli;a affatto o cosi poco, da tjonsiderarla come sem- 
plicem|inte, dist^sa^ D^, que^ general diffusione della vita 
sulla teira, ia, «redo (;he a bqon diritto, possa argomentarsi, 
costituire non solo una papte. integrale di essa terra, ma 
eziaqdio essere subordinala o partecipare alle influente della 
legge, che governa lo stesso pianeta; imperoche niente d'inu- 
tile use) dalle mani del Creatore, ma tutto armonizzata e con- 
nesso, iVeio^pn «dice il sig. Flourens » dimostravaDio. La.ltgge 
unica che gfmtde n tutti % corpi dell' universo gli rivelava. 
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Dio, t Vunitd di D'io, Se dunque gli esseri organizzati sono 
corpi dell' anìTerso, se formano ^arta integrale del globo: 
se la legge di natura è unica , semplice , universale, inva-' 
riabih, convien credere che gli e.'?8t(i di questa devonsi ri- 
scMitrare ne) Itiro organismo medésimo , e nel loro movi- 
mento ritale. 

A qoesto pHmo quesito ne succede nn secondo; lo strato 
di vita avvolgente il globo i egli omogeneo ? E qui ancora 
tutti rispondono di no; ma cbe si compone dì un nomerò 
infinito d'indivìdai di svarìatissime forme, iu ciascuno dei 
quali si ripete il fenomeno della TÌta , consistente in un 
movimefilo determinato nei confini di una parabfola , du- 
rante il quale 1' essere chiamato a compierlo si mantiene 
nello stato di composizione , e dopo averlo trasmesso ad 
altri individui, declina, e muore, o si arresta, colla decom- 
posizione e dissoluzione del corpo. E qui possiamo altresì 
dedurre un'altra conseguenza: che se la legge di natura 
si fa sperimentare isolatamente in ciascuno di essi, in eia- 
scuno di essi devesi rinvenire analogia ; laonde Io stesso 
modo di agire, gli stessi risultati che si osservano nel globo, 
e liegli altri corpi celesti. In questa guisa nella sua eco- 
nomia la natura non ripete che se stessa; e perciò gli es- 
seri organizzati potrebbero essere considerati in certo modo 
come tanti satelliti parassiti e sedentari , componenti uno 
speciale sistema terrestre: vecchia idea , giacché vi furono 
già dei filosofi a cui non disptacquie considerar l'nomo quale 
un microcosmo , e la terra quale un essereorganico vivente 
à grandi dimensioni. 

A dire il vero , aoti vedo tanto assurda quests idea, io' 
vi trovo una cena analogia , se non nelle forme esterne , 
almeno nelle inteme disposizioni , fra un essere organico 
vivente nel suo stato primitivo o più semplice, e un corpo 
celeste. Quelle masse di trama organica vìvente, cbe non 
hanno alcuna determinala forma, e perciò chiamate, aai- 



3vGoO(^lc 



( 424 ) 
mali amorji, omogenee sa tulli i puati per ammeltere una 
riprodozione per laceramento o scissura , non polrebbero 
rappresentare quelle nebulose non ridotle, che solto la fog- 
gia di stracciate nuvolette, splendenti dì una luce pallida 
e lattiginosa, coslilnile di materia cosmica omogenea, sem- 
brano negli spazi incommensurabili del cielo attendere quel 
^t incomprensibile, per il quale la materia ponderabile, 
chiamata attorno un centro dì attrazione a^ume la forma 
sferica ? Siiailmeute qual'è la forma primitiva organica se 
non la sfera ? la quale chiaramente scorgesi in molti de- 
gli esseri più semplici, e sempre trasparisce attrayerso quel- 
l'infinità di forme secondarie che oEfrono le più avanzale 
organizzazioni. 

A dimostrare questa verità, prendete un animale qualun- 
que anche il più complesso , e sia pur l'uomo stesso , ti- 
rate fuori del suo corpo quei rovesciamenti della pelle che 
ne costituiscono i visceri o gli organi delle funzioni vege- 
tative (rientramento digestivo, respiratorio, e genito-uri- 
nario), voi avrete per risultalo un sacco cutaneo, fornito 
di tante appendici, ciascuna delle quali destinata a servire 
d'istromenlo ad uffici diversi, e dentro del .quale non re- 
steranno che i tre grandi elementi necessari, costituenti al- 
trettanti sistemi : 1.° il cellulare rappresentante la trama 
organica analoga a quella degli animali amorfi, ancor esso 
amorfo per esser adatto ad assumere una forma, tosto che 
viene chiamato a riparare o riprodurre i tessuti organici. 
2.° Il vascolare o doppio sistema raggialo di canali ; uno 
che va dalla periferia al centro, (il venoso o di assorbimento): 
r altro dal centro alla periferia, (l'arterioso o di esalazione), 
entro i quali scorre il liquido nutritivo, o manlenitore del- 
l' organismo. 3.° // nervoso, ancor esso raggiato, e costituito 
di cordoni, che si accompagnano coi vasi, e sui quali tra- 
scorre r imponderabile eccitatore della vita organica , o 
principio motore di tutta macchina. 
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Ma non basta. Supponete che tutte quelle ' appendici del 
sacco dermoide si raccorcino fino alla superficie da cui si 
spiccano, e che quella linea costituente l'asse del corpo, pari- 
meati sì restringa ad un punto centrale, conducendo seco tutti 
gì' interni sistemi. Ecco che di tutta quella organizzazione 
voi avrete formata una sfera senza perder niente : la cui 
esterna superficie sarà tutta divisa in sezioni, a ciascuna delle 
quali corrisponde una funzione vitale diversa. Ecco che tutto 
r interno di questa sfera risulterà da uu irraggiamento va- 
scolare e nervoso, nuotanti nella massa cellulare che la ri- 
empie, a raggi eguali, ciascuno dei quali corrispondente ad 
una delle frazioni della superficie sulla quale termina. 

Me basta ancora: supponete che quelle esterne funzioni 
cessino di essere localizzate, e tutte si fondino in guisa , 
che da tutti i punti della superficie si assorba e si esali. In 
questa maniera voi avrete un corpo organico ridotto alla 
pili grande semplicità, voi lo avrete ricondotto alla forma 
primitiva , quale risulterebbe se negli animali amorfi la 
vita si concentrasse in un puuto, attorno cui si agglome- 
rasse tutta la massa de) loro corpo per prendere la forma 
sferica. Ora qual differenza corre fra un corpo organico in 
questo stato, e un corpo celeste? Negli uni e negli altri la 
materia ponderabile è agglomerata da una forza di attra- 
zione raggiante, mercè la quale ne risulta la forma sferica. 
Ma questo corpo non potrebbe mantenere quel movimento 
intestino in che consiste la vita , se la sua attrazione non 
fosse contrabilancìata colla ripulzìone, o contraria potenza, 
la quale mantenuta nell' equilibrio, permette alle uiolecoie 
sospese di muoversi nella direzione raggiata, colla quale agi- 
scono le forze ìstesse. 

Egli è chiaro da ciò, che un tal moto intestino non po- 
trà mai effettuarsi nei corpi solidi, ma solo nei fluidi, in 
quelli cioè tenuti nello stato di mobilità, in yirtù del calo- 
rico latente. £ chiaro altresì che nella formazione della 
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sfera la materia ponderabile aLIratta, dare condensarsi dalla 
periferìa al centro , ed ecco sprigionamento della materia 
imponderabile, non soggetta al dominio dell'attrazione, ecco 
perdita di calorico che si fa raggiante, come avviene sca- 
pre, allorcbè un corpo liquido passa al solido. Da ciò ne 
consegne, cbe l'essere risaltante è sempre spinto a perdere 
il calorico e solidificarsi. Cosi ci facciamo ragione come 
nell'interno della sfera, eostitnita di massa elementare or- 
ganica, vengano a comparire i rudimenti degl'organi essen- 
zialmente vitali, cioè qnellì cbe più direttamente debbono 
compiere le necessarie fnnzioni. Cosi vediamo che al primo 
addenzamento della superficie, o alla formazione deV saec« 
dermoide, corrispondente alla crosta solidificala della terra, 
in mediata mente succede il processo formativo dei vasi o 
eanali conducenti il principio nutritivo, onde sia mauteunto 
r equilibrio fra I' attrazione e la ripulziooe , coaoscinle 
con linguaggio fisiologico, coi nomi di assorbimento e di esa- 
lazione. Ecco la duplicità di questi sistemi, e la l(n« forma 
raggiata, ecco le azioni e reaiioni fra la superficie ed il 
centro, come avviene della terra, ecco il meccanismo dell» 
nutrizione, e il perenne rinnovamento di tutto intero il corpo 
veduto già da Leibnìtz, e proclamato da Guvter nella de- 
finizione della vita, riportata dal sig. Flourens, pag. 50. i>an« 
hi corp» vivant» , aucune mahcule ne reat en place ; toutes 
entrent , et sortent , tuccessivement; la vie eat un tourbillott 
eontinuel, dont la direction ttiule compliqueè qu' eUe est, de- 
meure toujour» constante. Da cui deriva quel mutamento con- 
tinuo di molecole componenti il corpo, senza cbe questo 
cambi di forma , paragonato da alcuni vecchi fisiologi ri- 
cordati dal sig. Ftourens , al famoso vascello di Teseo , 
pag. 48 , qui ètait toujours le méme vaistt au , quoique , 
à force d' avoir élÀ réparè , il n' cut' plue- une seule def 
piéeei qui avaietU servi à le eonslfuire. Tali dottrine mi* 
rabilmeole vengono trattale dal chiarissimo autore,. a di- 
mostrare come si opera la vecchiaja, le quali meritano di 
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esser lette, giacché vengono corroborale da sperimenti da 
esso istilniti. Ma questi movimenti potrebbero darsi sen^a 
il principo motore? Certamente che nò- L'impoderabile bio- 
tico fluido nerveo, che ora ci si offre sotto fórma di luce 
negli animali, fosforescenti, ora sotto quella di calorico, ne- 
gli animali a sangue caldo, ora sotto quella di elettrico , 
nelle torpedini, ma che in sostanza poco o nulla conosciamo: 
questo ministro del primo Motore, é l'elemento stimolante o 
eccitatore dell'organismo al compimeuto delle sue azioni. Im- 
perocché negli esseri organizzati si diffonde a tutte le parti 
del corpo, e oli' irraggia mento del sistema nervoso, sempre 
accompagnato coi vasi, quale animatore dell'elemento mau" 
tenitore dell'organismo, o il sangue. 

Un corpo organico elementare, costituito cosi nella sua 
forma primitiva, deve essere animato da un movimento dì 
vita, eguale in ciascun dei raggi, da cui risulta la regola- 
rità della forma. Da ci6 prende principio la dottrina degli 
analoghi, professata dalla scuola di Geoffroy de Saint-Hilaire. 
La tendenza pecaltro di questa sfera a rendere sempre più 
stabile, e consistente il suo organismo, la mettono in uno 
stalo di disperzione calorifica incessante e cootinua. la questo 
consiste tutto lo svolgimento del periodo vitale,o di esistenza; 
giacché se facciamo un confronto fra un individuo nello 
stato di germe, con uno giunto a morte naturale per de- 
crepitezza , noi osserveremo nel primo risultare più parti 
liquide che solide, all'opposto aell'altro più solide che li- 
quide. Corpora no» agere nisi soluta ; vecchio assioma che 
ci dimostra che solidificato il corpo, coli 'irrigidimento dei 
tessuti , questi non prestandosi più ad agire negli organi , 
il movimento si deve lentamente estinguere , come beo si 
scorge dal quadro delle diverse età, fatto dal sig. Flourens, 
dove tutto si ammira l'andamento del vital periodo. Una 
tale differenza di stalo chiaramente indica, che la vita con- 
siste essenzialmente nel passaggio graduale, più o meno lento; 
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del liquido al solido, ovvero in un raffreddamenlo del orga- 
aismo. Questo movimenlo non é retto, ma parabolico: 
ascenderà sempre più nella formazione degli organi, e nel 
loro vigore sempre crescente, quindi resterà stazionario per 
alcun tempo, poi declinerà per gradi, di mano in mano che 
si perdono, prima le forze di riserva, poi le attive, fino a 
che per siffatte deficienze di azione, solidificati i tessuti or- 
ganici, illanguidisce il movimento, finalmente tutto si estingue 
colla morte naturale. La vie est ti» mouvemenl, dice il sig. 
Flourens, pag, 47, Le principe de la rie, quelle quen soÌt 
la nature, est, éminemment et vtsiblement, un principe d'ex- 
citaiion, d'impulsion, une force motrice, che spinge il corpo 
attraverso tutte le fasi delle età, e a compiere tutto il pe- 
riodo di sua esistenza. Ma di grazia, un processo di questa 
natura, non si osserva eziandio nella vita planetaria? Da lutti 
oggi si ritiene per dimostrato a rigore matematico, che la 
terra fa un dì liquida, per fusione ignea, e che tuttora va 
percorrendo un periodo di raffreddamento. Ciò basta a com- 
prendere quale sarà la sua fine: vale a dire un totale spri- 
gionamento di calorico, una completa solidificazione , una 
lenta morte; come sembra sia già avvenuta alla luna come 
corpo più piccolo, e meno denso. 

Se tutto ciò è vero, a me sembra che la definizione della 
vita data daCuvier risulti incompleta, avvegnaché accenna 
soltanto agli atti immediati per cui si compie, e non alla 
causa che li determina. Io v'indicherei anche questo pas- 
saggio dallo stato liquido al solido, o il raffreddamento vi- 
tale, come causa immediata dei fenomeni delle diverse età, 
ed effetto immediato della forza di eccitamento o principio 
motore Incomprensibile. 

Si avverta che la riferita definizione della vita si appar- 
tiene alla vita organica , alla vita che conviene a tutti i 
viventi, a quella vita che a giudizio di tutti, abbiamo comune 
co'vegetabiti. 
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Sì avverta eziandio che noi abbiamo esposto alcnne ana- 
logie fra i corpi organizzati e i corpi celesti ìnloruo alle 
qaali lasciamo il giudizio ai savi ed istruiti lettori, ma non 
intendiamo di attribuire ai corpi celesti nei movimenti 
spontanei né sensibilità, né anima e mollo meno anima ra- 
gionevole, spirituale e immortale come la nostra. 
. Anche da ciò prescindendo, non deve credersi che le ac- 
cennate analogie, abbiano tale estensione da non presentare 
altre differenze: Purtroppo ne esistono, anche gravissime, fino 
a mascherare la verità delle esposte dottrine. £ primieramen- 
te se ne oQre una sensibilissima fra il pianeta, e gli esseri or- 
ganizzati, nell'essere privi questi di rotazione. Taluno potreb- 
be chiedere: se gli esseri organizzati che si muovono nell'e- 
quilibrio, fra le due forze contrarie di attrazione e rìpulzio- 
ne, come la terra, perché non si rivolgono attorno il proprio 
asse come quella ? e come mai può svilupparsi la seconda 
forza per fare opposizione alla prima ? A me sembra che 
questi problemi possano sciogliersi coll'esempio delle stelle 
binarie, le quali girano attorno ad un centro, vuoto da qua- 
lunque corpo ruotante. Dunque a produrre la ripnlzione 
non è necessario nn corpo materiale che ruoti attorno se 
stesso. La ripulzione può esistere da se, senza essere pro- 
dotta , vale a dire fu creata da Dio per controbilanciare 
l'attrazione. Se esiste da se perché non riconoscerla nei corpi 
viventi, senza chiedere il soccorso della ruotazione ? Con- 
cepito il meccanismo della vita , non si scorge che essa è 
una conseguenza necessaria dell'attrazione ? 

Siegue un'altra differenza nell'infinito numero di forme 
-svariatissime, che offrono gli esseri organizzati, in confronto 
colla terra, la quale mantiene sempre la forma sferoidale, o 
di un globo, come lutti gli altri corpi celesti. Qui devesi 
notare come le forme organiche, quantunque multiple, non 
alterano o .distruggono punto le sopraccennate analogie. E 
siccome in tutti si compiono quella stesse azioni necessarie 
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alla loro esistenza ; cosi le forme organiche nCh sonò cfae 
forme secondarie, derivate dalla sfera elem«itare comune i 
tutti, come fra poco diremo. Laonde io crederei plutt4»to 
ebe il globo terrestre, e tutti gli altri corpi sferici che sì 
trovano nell'immensità dello spazio, siano esseri creati sotto 
l'influenza di una medesima legge, come tutti gii altri, so- 
lamente arrestati nella lor forma primitiva, mentre gli or- 
ganici sono passati alle secondarie, o alla modi6cazione. 

Una terza differenza è quella della composizione della 
materia. Le combinazioni chimiche della materia inot-ganica 
o miBerale sono quasi sempre binarie , raramente di tre 
elementi, rarissime di quattro t quelle dell'organica vanno 
sempre al di là del numero di queste. Gli elementi per6 
sono identici , e ciò basta a provare non solo che gfi es- 
seri organizzati sono parte integrale di urt tutto ; ma al- 
tresì una certa maniera speciale di agire dell'elemento tì- 
tale, per cui modificandosi le chimiche aflinilà, i composti 
risaltano di nn maggior numero di elementi. Una tal diffe- 
renza nell'azione sulle molecole , associata alla differenza 
nelle forme esteme che offrono gli esseri organizzati, sempre 
dipendenti dalle forme interne, piuttosto che opporsi ad nn 
principio unico, mi sembra che accennino ad nn.t diversa 
maniera di comportarsi del elemento ritale, più sera[t1ice 
nel pianeta, in modo più complesso negli esseri- organici vi- 
venti ; senza però deviare dal fine stabilito dal Creatore ; 
vale -a dire negli uni e negli altri ha caminato con passo 
diverso su di una medesima scala, per raggiungere nn me-' 
desimo fine. Io non intendo peraltro che i minerali vengano 
presi isolatamente, per essere confrontati coi corpi viventi, 
come fin qui si è fatto nelle scuole, giacché quelli non sono 
che minime frazioni, divelle dal corpo a cui appartengono. 
Io voglio considerare i minerali nella loro composizione 
planetaria a cui sono destinati ; voglio cioè far£ nn con- 
fronto fra tutta la loro massa, e 1' essere organizzato. In 
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questa maqiera io vedo che, sebbene il numero degli ele- 
menti , confinati per semplice legge di affiaiU cbimicbe 
ordinarie, è più piccolo; il numero delle combinazioni è di 
gran lunga più grande, da cni risulta quello Btoolo infinito 
di winerali diversissimi, che riempiono gli scaffali dei no- 
Qostri musei. ÀI contrario la maggior concorrenia degli ele- 
menti a formare an composto organico, ha un numero di com- 
binaiìoQÌ più limitato. In questa guisa trovo una compen- 
sazione fra gli uni e gli altri, compensazione che mi avva- 
lora r idea di una semplice differenza nella maniera d' a- 
gire, non nell'essenza, percbé i fenomeni nella durata delta 
loro esistenza sono a naioghi. E siccome la modificazione noo 
può distruggere ia legge, cosi concludo che questa è uaica, 
e universale per tutti gli esseri. 

Una quavla differenza che mostrano gli esseri viventi col 
pianeta terrestie, é quella della generazione o- della ripro- 
duziione individuale , onninamente negata alla terra. Se la 
vita é parte integrale di essa, come già si disse: se la vita 
si fraziona negli esseri organici, e questi la ritengono gli 
uni imti pendentemente dagli altri, cioè ognuno di loro è un 
essere distinto, un microcosmo; se questi esseri infinitamento 
più piccoli hanno una vita loro proporzionata: cioè percorro- 
no un periodo molto più breve; egli à certo che se non fos- 
sero stati perennemente rinnovati, il globo presto si sarebbe 
trovato privo di una sua. parte integrale. E qui é à' ammi- 
rarsi la magniGceaza del sommo Fattore, nell'aver disposto 
quella mirabile successione d' individui, depositari precari 
del movimento vitale, nei quali la vita non nascendo cbe 
dalla vita , questa si continua in ogni specie creata , e si 
mantieue pel grande equilìbrio del globo a cni appartiene, 
e- perciò concorre all' armonia di tutto il crealo. Il sig. Flou- 
rens chiaramente ci dice pag. 3. La premiere loÌ de la vie 
ett la hi de continui$é. La vie ne natt que de la vie. Tout 
ótre vivant vient d'un parent. La suceession des individui nés 
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Iti uns des aulres , est V espéce : ed altrove. La vie ne se 
forme pas pag. 162. ne recomence paa avecckaquf nouvel in- 
dividu , ckaque nouvel ttre. La vie ne commence qu' avec 
Veapéce. A compier du premier étre crii de ckaque e»peee 
la vie ne se forme plus: elle te continue. Se dunque la vita 
è continoala nella specie, la geaerazione è tutta individuale; 
é UD mezzo per ottenere questa contiuuitji, la qnal cosa con- 
ferma l' intimità col pianeta , e perciò colle leggi che lo 
regolano. 

Il numero infinito delle forme secondarie che offrono i 
corpi vivenli, si risolvono in tanti tipi, o modelli di orga- 
nizsazione diversa, dalla natura sapientemente stabiliti, per 
raggiungere in ciascano an diverso grado di squisitezza o 
perfezionamento nelle analoghe funzioni che tutte esegui- 
scono. L' estenzione maggiore o minore peraltro di siffatte 
facoltà non escono mai dai confini del piano stabilito nella 
creazione. Esse consistono nella localizazione delle fun- 
zioni in una parte della saperficìe della sfera , nello svi- 
luppo del brano del derma corrispondente, e dell' interno 
suo raggio. Cosi se supponete, che le funzioni di assorbi- 
mento prendan posto in un emisfero della sfera primitiva 
e le funzioni di esalazione nell' altro, ne risulterà un ve- 
getabile, il quale giacente sulla (erra per mancanza di lo- 
comozione, immergerà in questa l'irragiamento radicale per 
assorbire i principi della sua notrizìone, e solleverà nell'at- 
mosfera r irragiamento opposto, per esalare la materia ete- 
rogenea al suo organismo, o scambiarla cogli elementi gas- 
sosi, atti a vivificare i suoi succhi circolanti. Al contrario 
se nel centro di una sfera primitiva, trovasi il rudimento 
delle facoltà animali, questo si separerà dall' altro vegeta- 
tivo, per presiedere ciascuno allo sviluppo delle proprie fun- 
zioni; il vegetativo alle funzioni di assorbiménto, e d' esa- 
lazione, l'altro a quella della facoltà animali, sensazioni, e 
movimenti volontari. Cosi sarà costituito un' animale, che 



3vGoo(^lc 



(433) 
godendo della locomozione, fatto cioè libero e vagante sulla 
terra, per trovare dì cbe nutrirsi, dovri per con8eg:nensa 
esser fornito di un' organizzaiioae diversa dal vegetabile. 

Questi due tipi primitivi, corrispondono alle due grandi 
sezioni organiche, distinte col nome di regni della natura 
animate e vegetale. Ciascbedauo di essi si suddivide poi in 
altri tipi secondari, corrispondenti alle classi. E qui é da 
notarsi, cbe nello svolgimento organico animale o nella lo- 
calizzazione delle funzioni alla superficie della sfera; quelle 
della vita vegetativa si sviluppano per via dì tanti rientra- 
menti della superficie istessa, o del sacco dermoide, ndl'in- 
terno del corpo {il tubo intestinale, o ìstromento assorbente 
la materia fissa: il sacco respiratorio, o istromento dell'as- 
sorbimento gassoso: il rìentramento genitale, e orinario, per 
' r esalazicme dei corrispoadenti principj, senza togliere del 
tutto queste funzioni alla esterna superficie). AI contrario 
le facoltà animali si diffondono e si protrarono al di là 
della superficie, a modo di prominenze, (come sono gli or- 
gani dei sensi e quelli della locomozione): prominenie c4e 
più d' ogni altro concorrono a rendere svariatissime le for- 
me secondarie. 

Se per esempio supponete, che col rientrameito nell'in- 
terno della sfera delle funzioni dwmoidì , destinate a for- 
mare i visceri o organi delle funzioni vegetative , si spie- 
ghi da tutta V esterna superficie un irraggiamento di pro- 
duzioni locomotive : dì questa sfera , voi avrete fatto uu 
Echino. Che se questi raggi vitali spieghino la loro ga- 
gliardìa solo sull' equatore , di modo che attorno questa 
periferìa sorgano le protrazioni locomotive; la sfera si cam- 
bierà in uà disco raggiato o in un Asteria, Cosi seguitando, 
se si moltiplichino ì gangli della vita vegetativa, e si divida- 
no per tener dietro e presiedere allo sviluppo delle funzioni, 
il corpo varierà ancora di forma 'in ragione di quei pro- 
cessi organici, come avviene ai JfoUuscAt. Se a qnestosvol- 
AnnaU ilt Seitnie Mai. e Fii. T. VII. novembre 1B56. 28 
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gitaenlo di parti si aggiunga quello della vita aDiamtt!, eoo 
OD* serie geminata di nodi o gaagli nervosi, allungata in 
lìnea retta , da ciaacano dei qnali sì jvodnce un irragia- 
ibento parziale^ voi avrete un corpo modellate più o meDO 
SD di un'asse, in ragione dell'altnagameoto di quella serie. 
La qual cosa costitaisce il tipo degli Articolati, specialmente 
degi' Inietti, e in altri Crostacei, nei quali per la prima volta 
a cagione di una tal disposizione, vedesì comparire la legge 
di simmetrìa, pM-chè i r^gì o membrì della locomoiione, 
si dispongono per paja ai lati del corp*. Nei VtrlebrMi Aw- 
TÌeóe lo stesso: ma nei Vertebrati l'allunganenio dell'asse 
procede assdlalam^nte dal nodo centrale della vita animale, 
che in questi esseri si allunga, per formare l'asse cerebro- 
spinale, fino ad uscir fuori del corpo e éoititaire nu capo, 
dove BÒn coHocati gli organi dei sensi , mentre queHi del 
moto animale restano appajatì ai lati del corpo. Tutti qnestì 
nlodelB d'or^aaiizaaione sono a lor posta variàbilissimi entro 
certi determinati confini, da cui risultane altri subordinati 
tipi, corrispondenti atte famiglie naturali , ai generi , alle 
specie, alle razze, e alte varietà, da cui deriva l'ordine e 
r armonia della natura. 

Dall'idea di quest'ordine procede una conseguenza: ed è 
cbe la quantità delta vita deve essere determinata sul globo. 
Questa questione viene agitata dal sig. Floureos, e forma 
il titolo della seconda parte della sua opera. Tutto ciò che 
fu disposto dalla creazione é ioviriebile : se ciò è vero , 
e se la vita è parte ìutegrale del globe, ne discende che 
fo vita deve essere delenninata : Di fatto resta a un di< 
presso sempre la stessa. BufTou fu il primo ■ caleolat4a , 
e dopo di lui Cuvier ; ambedue vidder* una certa quan- 
tità determinata di molecole orgBnìcbe , tenotB in peren- 
ne movimento di vita , e successivamente trasmessa , da 
un' individuo all'altro , pel manteranento delle specie. Il 
fijg. Flonreas peraltro erade di dover studiare la quantità 



3vGooglc 



(435 ) 
della vita, piuttosto negli esseri organici, che nelle molecole 
organiche, le qaali, dice, noa sono, come le monatti del Lei- 
bnìlc, che ano degli espedienti filosofici, iromagtoali a trarsi 
' d'impaccio e che per veritànon ne traggono. .E^i osserva due 
cose: pag. 104 la première que l« nomire de» espéee» va toujour» 
en diminuant depuis qu'il y a dee animaux sur la gloht, et la 
teeondty qut le nombre dts individus, dona tertaines esfécei va 
toujours, au contraire, en croissant; de sorte ^ue, d tout pren- 
dre, et tout iteti compiè, le total de la qvantili de vie, jenlend» 
le total de la quantité des itres vivant», rett toujours en effet, 
et camme le dit Buffon , à peu prè» le méme n. A ciò di- 
mostrare fa un magnifico quadro delle specie perdale , fl 
dopo aver fatto conoscere la saperiorità dell' uomo, i metzi 
che gli ha somministrati la natura, e quelli che sì è pro- 
carato colla sua intelligenza , rende chiaro , che se una 
qnantilà di specie di animali sono mancati, 1* uomo istessn 
moltiplicato mille volte sopra ogni specie di animali, e gli 
animali che g)i appartengono, ha compensato tale mancaoiar 
Dieti, en créant un itre quip-Utt ti eonnaitre »oÌ-mtme et la eon- 
naitre, a donni par ceìa mime un maitre, à tonte» le» autres 
itres pag. 122. Ha la compensazione è assolala come pretende 
Buffon? A questo quesito il Ch. A. non risponde, solo fa ri- 
marcare pag. Vi&. che h // est plus facile de prononcer sur ce» 
lortes de questione, quand tm fait son eómpte avec le» moleculet 
organiquet, que quand on le fait avec Ut étres vivant». » 

La parie storica della vita presenta tanti e cosi singolari 
fenomeni , molti dei quali furono cansa di questioni gra- 
vissime, che tuttora non sono perancfae risolute. Queste ven- 
gono trattate da maestro nell'opera del sig. Flourens, che 
ora andiamo ad esaminare. Ha a procedere con ordine, me- 
glio mi sembra dover prima parlare dell' apparizione della 
vita sulla superficie del globo, quindi delle sue vicende. II 
Gb. A. consagra tutta la terza parte della sua opera nell'espo- 
sizione dei principali fatli componenti la storia geologica. 
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e fa vedere come dalla cognizione acquistata delle epoche 
della terra viene annunciato pag. 238. che la vie n'a pai 
toujours iti sur ce globe. E di fatti abbiamo oggi per ma- 
tematicamente dimostrato, che il pianeta fu in orìgine nello 
slato di fusione ignea. In questo stato di altissima tempe- 
ratura, certamente moltissimi elementi organici doveano es- 
sere sotto forma gazosa a formar parte di una densissima 
atmosfera, e qualunque aggregato organico si fosse potato 
formare, questo sarebbe stato immediatamente, arso e de- 
composto per via secca. Pour que la vie put s' y établir, sono 
parole del sig. Flourens, pag. 238. il a fallu que la fem- 
pérature en f<&it assez refroidie , que la surface ea fùt con- 
solidée, que V air a'y fui dégagée dea eaux, que toutes les ma- 
tiires Solidea, liquides, gauuses, y euMent pria chacune leur 
itat propre: et quand toutea ces choaes tmt ite ameniea a ce 
point voulu, la mime MAIN, qui le y atait eonduites, a erée 
la vie et V a repandue aur la terre. 

Pour que les anìmaux puasenl exiater, il leur -fallait une 
certaine temperature: pour qu ila pusaent ae nourrir, il leur 
fallait un certain ememòle de auòatancea vegetale» et antmo- 
le»'. pour que les animaux puaaent reapir^ il leur fallait un 
certain air: il fallait que dans cet air se trovdt uh ilément 
respiraòle : t7 fallait que cet ilément respirable a' y irouvatt 
constamment, et constamment dans une proportion donnie. 

Ha qnello che singolare si rende, è certamente che alla 
prima comparsa delta vita sul globo, questa si manifestò 
con i vari tipi organici, r,he sopra abbiamo accennato, già 
stabiliti, tanto primitivi che secondari. I primi strati fossili- 
feri della crosta terrestre, quelli sui quali incominciamo a 
leggere la storia del globo: il terreno siluriano inferiore , 
contiene i primi rudimenti degli esseri vegetali, e subito ap- 
presso di essi gli animali, rappresentanti i vari tipi del loro 
regno. Da qaesto fatto tiriamo una conseguenza importan- 
tissima , ed è che il processo formativo organico , di cui 
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abbiamo |iarlato dì sopra, vale a dire il passaggio della ma- 
teria alla forma primitiva, e da questa alle secondarie, fii 
onninamente compreso nel gran fiat degli esseri Tiventi, e 
che dalle mani stesse dell'immensoFallore uscirono tnttt qaei 
diversi tipi organici già costituiti. Allora in qualche modo 
fa compiala la creazione, perchè allora il globo ricevette 
il suo involucro di vita , e con essa le leggi del Creatore, 
che la governarono , concordanti eoa quelle che già rego- 
lavano il globo islesso, e l'uDiverso intiero. 

Il sig. Flourens non crede le moderne scoperte apporsi 
al Genesi. In un § (p. 219) De Deluc et de la date recente 
du dernier diluge, loda non poco gli scritti geologici di Delnc 
difensore del Grenesi, che ben conobbe la data recente dei 
diluvio mosaico, gran fatto vanamento posto in dubbio, e dimo- 
strò che i7 primo de' no»trÌ libri sacri, il Genesi, racchiude la 
vera istoria del mondo. Il § seguente a il titolo: Rapport de 
recit de Sfoise avec les monumenls de la nature, ivi leggiamo 
et i stato un diluvio: JUosé lo dice e la terra intiera lo dice 
e lo racconta come Mosé. Quanto ai sei giorni, essi sono sei 
spazi di tempo sei intervalli di durata, dice l'A. con Bossuet 
e molti altri. Senza discutere iotorno ai sei giorni, pensano 
parecchi rispettabili scrittori, che il principio del Genesi 
possa intendersi in modo da non poter soffrire offesa non 
che dalle scoperte già'falte, ma né pure di qnalunq,ue possa 
farsi in seguito. Tali son quelli, che seguono l'opinione del 
cel Buckland, { Vindictae geologicae or the connexiffn .... 
Oxford 1820) tra i quali di l'Emo Card. Wiseman: per altra 
via giunge allo slesso scopo il fu ab. Waterkein prof, del- 
l'università cattolica di Lovanio {De la geologie et de set 
rapports avec les verites reveleés. Louvain. - La scienee et la 
foi l'ouvre de la eréation, Liege. 1845.) 

Tornando ai primi Tivenlì; reggiamo negli antichi tempi 
questi disparire, e la vita mostrarsiin nuove forme , ma 
però senza che sieno tolti o cangiati ì suoi caratteri essen- 
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ziali, e ciò fino all'apparizione dell'uomo, e di tulle le spe- 
cie che eoa esso vivono sulla Terra, lo studio di questi es- 
seri, costituisce la Paleonlogia: studio importantissimo , es- 
sendo oggi da tutti abbracciato, qual mezzo sicuro a di- 
stinguere le diverse epoche della terra , e le sue corticali 
stratificazioni. Questa verità dimostrala ; è una manifesta 
prova delle strette attinenze e dipendenze, che ha la vita cià 
pianeta a cai appartiene. Conciossiachè il disparire di certe 
specie trova una naturale e semplice spiegazione aei fatti geo- 
logici ora dalla scienza gnadaguati, indicanti una serie di vi- 
cende e di rivoluzioni, probabilmente tutte derivate o effetto 
dello stesso raffreddamento terrestre. Se la vita degli esseri 
è un' intima dipendenza del pianeta, io trovo giusto che al 
variare delle condizioni di questo, variar debbano eziandio 
quelle della vita, e godo di trovarmi in ciò d'accordo col 
sig. Flourens pag. 128. « Vn fait se montrty du moiru, avet 
éoidenee: c'est que, d meiure qut ce globe, qui n'a pa» tou- 
jaura iti dans det conditiotu propri» i la manifeitation de la 
vie, se modifie, et ti je putì aitisi dire «' eucomode de plut e^ 
plus à cette manifestation, unevariation tres-sensiiU s'y opere 
dan» le proportions relatives det espices. Dans les premiers 
dgtt du globe, ce soni les especés inferieuret, les specei in/E- 
IMI qui donùnetU: dans les 4ges subsiquents, et sont les espè- 
ees giganteiquti, et reioutaMis, soit dans la classe dea repti- 
les, toit dan» eelle des quadrupides^ dans l'Age aetuel: ce tmtt 
les animaux qui l'kamme protége, et Vkommi luiméme, à qui 
toute supirioriti sur ce globi^ mime celle du nomère, parait 
uUerieurifHent divolue. 

Allorché s' incominciarono ad avere pia positive nozioni 
sugli esteri viveati, e si conobbero certe transizioai di <»■- 
ganismo, sì pensò dai filosofi che tutti gli esseri della na- 
tura potessero ordinarsi sopra una grande scala. Ma dopo 
che si é verificato, che dalle mani del Creatore veoner fuori 
contemporaneamente tutti i tipi organici , e le specie ad 
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esse spettanti iodicare le diverse eti dslla terì*a, cadde il 
progetto dì una scala generale , per essere sostituite tante 
mioorì, per qaaati sodo i tipi o tnodeUi delt' organismo. 
Peraltro tali progressi non tolsero dai campo grarissime 
questioBÌ. L' eatiaiione delie specie Irovava qbì facile spie- 
gatione nelle Tariaiiooi di condiaioni dei gl*bo, per e6<eUo 
del suo raffreddamento; ma 1' appariiione delle nuove re- 
slava ancora inesplicala e naturalmente inesplicabile. Si pensò 
allora Ai proporre un'altro quesito. • Se l« specie nuove erano 
derivate da quelle estìnte, ovvero una nuova creazione era 
iutervenuta nella loro comparsa », od ecco stabilita e messa 
iu campo la questione sulla slabililA o niutabilitk delle specie. 
Il Gb. A. insieme a Guvier é di ferma opinione, che le speoie, 
siano stabili, e a eia dimostrare .consegni due capitoli della 
seoonda parte della sua opera: il 9.° sulla atabilftà dtlle fofrM 
delta vita, o dtlte specit: il Z." sulla formaatons odia vita. 
L'immobilità delle fora» ipecifidie viene sperimentnli- 
mente trattata, e dimostra chiaramente che le specie simO' 
fisse, e non si mutano, né per cause leate , né per cause, 
subitanee o violente, né per incrociamento. Ammette perà 
una certa tendenza a variare eatro certo limili, trasmissibili 
anche per generazione, da cui vengon faari le-razse: ma que- 
ste non possono essere mai prodotte esclusivamente da in- 
Ouenze esterne, o cause remote, se non sì prestano le inteme o 
prossime, pag.lSOifats otg deu» forcf» réuniei^ latendanctprì- 
mitiv» à varialiùn et la tratmitsitm lueeeuivt de» varialiotu ae-\ 
jui*t$, jutqu'où vont-tlle? VotU'-elte jna^u à faire sortir une. 
race de ao» etpice, juiqu A (aire que céttt race né ^oit pìu& fi': 
eonde avee le» autre» race» dt ton eepéct) Nuìlément. S» adìinifaé 
le razae sono il limile e8tr«mo della variabilità sopp^rtaMe. 
delle specie, convien coochìudere cba queste siano fisse e im- 
mutabili. Da ciò consegue che come il primo apparire sul 
globo degli animati , cùèì la formazione di qnetlì , che ai 
primi successero, e molto più quella dell'animai ragioniH 
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Tòle, della creatura fatta ad immagin di Dio, non si spie- 
ga sema V intervenzione immediata della mano onnipossente 
del Creatore. Il Gh. A. pone termine a questo capitolo con 
riportare l'esperienze diBnffon,e proprie, dirette a conoscere 
la quantità dei se»i nelle specie, dalle quali risolta una con- 
fermaallaveritJiannuncìatadaBnffon, che il numero dei maschi 
sulle iemine, é più grande nelle specie pure , grandissimo 
nelle miste. La qua! cosa porta a concludere che in natura 
tutto è soggetto a delle leggi fisse, perfino la predonainanza 
del sesso maschile sulle femmine nelle nascite. 

Neil* capitolo seguente si trattano tre questioni: 1." della 
continuiti della vita, e delle generazioni spontanee: 2." della 
parte eguale del maschio e della femina nella formazione 
dell' essere , e della preesistenza dei germi: 3." della forza 
di riproduzione organica, e dei germi riparatori. Noi ab- 
biamo gii detto il mbtivo per cui la vita debba essere con- 
linaata; necessità che il sig. Flourens. proclama pag. 158. 
come la prima delle leggi vitali. » En tffet , lei individui 
périsent, mais la vie ne petit pa». Avant de perir, ih l'ont 
trattétnise: 

Et quasi euTiorts vitali lampada Iradunt 

{ Locr. ) 

» La vie de chaque espéce est eomme une chatne dont tous 
ìes anneaux viennent, et si je jmis ainsi dire, sortent les uh. 
det autres. Qu' un anneau manque , et V espéce est perdue 
pag. 160. » Pour chaque espéce, la vie n' a cammencé qu' une 
fois. A compitar de là elle a passe d' un étre a V autre, aans 
interruption, sane rupture , dans toutes les espices qui au~ 
jourdkui ancore subsistent: toutes les espéces où une ruptart 
t' est fait, où «ne interruption s' est produite, où le fil con- 
tinu de la vie s' est rompu , sont aujourd' kui dee espeees 
ptrduts. Et cei espéces perdues ne renaistent plus. pag. 162. 
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Tutte qaeste sentenze del sig. Flourens, si verificano nelle 
specie per qualunque causa perdale. 

A spiegare le comparse delle nuove , si ricorse ad una 
vecchia ipotesi , la più gratuita di tutte ; alle geaeranoni 
spootauee. L'insussistenza peraltro di questa dottrina, seb- 
bene vanti illustri settatori e di molta vaglia, fu bastante- 
mente dimostrata dal sig. Flourens, colta stessa continuità 
della vita, la quale una volta creata viene nella stessa quan- 
tità protratta nelle specie , e il progresso dell' anatomìa 
comparativa chiaramente fa scorgere, che gli stessi «polipi, 
e le monadi volute dal Lamarch, quanto vogliansi dare per 
semplici, sono già tanto composti, da escludere qualunque 
idea dì generazione spontanea. £ perciò più le cognizioni 
si accrescono, più decade questa fallace dottrina , e bene 
annuncia il chiarissimo autore, ehe le osservazioni micro- 
scopiche di Ehremberg finiranno con bandirla per sempre 
dalle scuole. 

Passa l'À. alla ipotesi della preesistenza dei germi soste- 
nata eziandio da rispettabilissimi moderni filosofi , i quali 
alla domanda; come si forma un nuovo individuo, un nuovo 
essere? rispondevano, il nuovo essere non si formi perchè già 
si trovava del tutto formato. A far comprendere la poca stabi- 
lità di questa risposta, il Gh. A. riferisce certe sue esperienze 
sull'incrociamento della cagna collo chacal, le quali provano, 
nella funzione che mantiene la specie, la parte eguale del ma- 
schio e della femina, ed essere in facoltà dell'uivmo per vìa di 
generazioni sostituire un germe ad un'altro, dal che si deduce 
che gli germi non sono affatto preesistenti. Ma non basta 
perchè avendo sapposto perfino i germi riproduttori dell'or- 
ganismo: il sig. Flourens dopo aver riportale 1' esperienze 
di Trembley sai polipi, di Bonnet sulle naiadi, da esso ri- 
petale sulle naiadi stesse e sulle salamandre, dopo aver 
riferite le osservazioni di Reamar sai gamberi, e quelle di 
Federico Cuvier sulle corna dei cervi, richiama a memoria 
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le sue stesse esperienze sulla formazioiie delle ossa, e con- 
chìtide ehe neppure esistono questi germi riproduttori del- 
l' organismo né generali, né paniali o locali. 

Dopo poblicata la terza ediiione dell'opera del sìg. Floa- 
rens, nella Revue de» deux monde», tom. 3.* 15 Juin 1856, 
videsi comparire un articolo intitolato » La vie aux diver» 
agee de la terre » scrìtto dal sig. Babinet in proposito di 
detta opera, pienissimo di sapere, e con quell'energico stile 
che caratterizza ano scienziato della sua fatta. Peraltro que- 
sto dotto investigatore delia natura, sembra poco proclive 
ad ammettere la compensazione annunciala dal FloureoSf 
fra il numero degli iudiridui e le specie perdute, pel man- 
tenimento della quantità della vita sni globo; cercando nel 
tempo istetso dimostrare, che l'etji antropica non è inferiore 
né nel numero aè nel volume agli animali che vissero nei 
lunghi periodi dei secoli anleriori. Quest' asserzieae seb- 
bene possa ammettere qualche eccezione , io crederei sia 
pnre accettabile; avvegnaché non trae seco consequenze di 
grande rilievo sulla dottrina della vita. Quello che però nel 
$aù articolo sembrami meritare una ijualche parola, piut- 
tosto che essere passalo sotto silenzio , si è la dollrina da 
esso commentata, in opposizione a quella esposta e dimostrata 
dal sig. Flourens. Questo chiarissimo autore cspUcitamentn 
confessa le sue simpatie per la scuola di Geoffry de Saint 
Hilaire. qui houh montre: sono sue parole pag. 702 les deve- 
loppements nuceuifg dta germes prifhitifs dei tpéces animales 
et vegettUea, »aus lei inptenees exterieuret, donnant naitiance 
d dei etpices nouvellei, et realitsant une torte de creatian 
moderne doni la tageaae tndmtrituie de la puiisatue créalriee 
(I prèfori d' avance la posei/nlité et les mayent. Elle a eta- 
hlit le» loia dt la nature à V origine de» £hase. , ti elle It 
tuit »*»» y deroger, puitgu or ne ptut pai admeiire un im- 
prevoyanee de »a parte , e' est le semel jassil, somper paret 
de Sénéqw. » Dai quali precetti deriva » réfatation de l'hy- 
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potine de l'immut<^ililé des espéce$ » infiuenee modificOtriee dtt 
eireonstancet extérteurei » possiMité que les raees aetuellee 
descendent dee races antique!. 

I ristretti confini di un'articolo non mi permettono ragio- 
Dare tanto minnziosamentc angli argomenti esposti in que^ 
)' articolo , nà avrei bastante forza a tenermi a fronte di 
un autore di quella fatta: io però soltanto vorrei dire: 1.* che 
se la rita è parl« integrale del globo, mi sembra naturale 
che al globo istesso spetti lomministrargli i materiali, come . 
in verità sempre Ha fatto: e cosi ai verifica il passo della 
Genesi , che fu ordinalo da Dio alla terra di produrre le 
piante; gli aUeri, e gli animali, come alle acque i pesci: cioè 
Iddio col suo comando formò i corpi viventi, ma volle che 
U materia, e allora e in seguilo fosse somministrata dai 
globo terraqneo, non già che i germi primitivi produce»^ 
aero le nuove specie, che es. gr. le piante geuerassero gli 
animali, ì molluschi generassero i pesci , o questi gli uc- 
celli , e le scimie generassero 1' uomo : 2." che le crea- 
zìooi successive , non potranno mai accusare d' improvì- 
denza la podestà suprema ; perché se stabilito era cfae 
il globo iatesEO dovesse percorrere il suo periodo d' esi* 
Bleaaa, o di rafireddamenlo, la vita che dovea farne parte 
integrate, non poteva restare eguale in tutte le sue fasi : 
ma comparire nuovamente a tempo debito, e cangiare in ra- 
gione dei mutamenti delle sue condizioni. Se conviene am- 
roatiere là creazione precedente del globo, e quella susw- 
guente della vita, può anche ammettersi questa stessa crea- 
sùme , ripetuta altre volte : 3.* che tutte le analogie die 
offrono fra loro le parti organiche, piuttosto che denotare 
i rudimenti della mutabilità degli organi, per passare da 
noa ^ecie in un altra , accennano piuttosto alla unità di 
origine, alla fonna primitiva ccunune a tutti, la quale in 
ogni ìudividuo, e in ogni sviluppo dei loro germi trasparir 
see sempre, attraverso le tante svariate forme organiche se- 
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condarie, anche le più avanzate : 4.'* che tutte 1' esperienze 
da cai sembra risaltare variazioni dì caratteri per ioflaenze 
esteriori, sono sempre circosritle entro i limiti sopportabili 
dalla tendenza istessa delle specie a variare, quale fa fatta 
notare dal sig. Flonrens: 5'° che le variazioni dei caratteri 
per azione di potenze esteriori, non potranno mai raggiun- 
gere il grado dì una specie distinta, fino a che questa non 
sari resa indipendente dalla virtù generativa, sebbene qae- 
sta stessa virtù sembri accessoria al sig. Babinet: 6.* io vor- 
rei dire con Cuvier che, si lei espéces ont changé par de- 
grét, on deorait Irouver de» traces de cei modi/ìcations gra- 
duelle»: entri les paUotkerittms , et hi especes d' aujourd' hui 
on devrait decouvrir quelque formea intermediairesy etjusque 
à pregent cela n'est point ttrrivé. Pourquoi ha entrailUa de 
la terre n' ont elle point conaervé le monumenta d'une genéa^ 
logie si curieuae, ai ce n' est parceque lea especes d'autrefoìa 
etaint ausai que le notrea ou da moina parce que la cata- 
itrophe qui lea a détruttes ne leur a paa laisai le tempa de 
se Uvrer à leurs variations? Disc, tur les Rtvel, de la surf. 
du globe, pag. 118. 7." Finalmante che sna linea di demar> 
cazione si nota sempre fra specie e specie, non solamente 
in quelle appartenute a diverse età della terra, e interrotte 
dalle sue rivoluzioni; ma eziandio in quelle spettanti ad una 
medesima epoca; lo che costituisce ì earatleri differenziati 
i quali talvolta sono salientissimi. Potrà mai trovarsi una 
transazione fra le facoltà di una scimia, e l' intelligenza e 
loquela umana? 

In fine dopo tanti stadi, dopo tante ricerche, dopo tanti 
esperimenti fatti , e che tutto di si accrescono a sostegno 
dell' ipotesi della preesistenza del gerute, quali sono i ri- 
sultati ottenuti? Si d raggiunta forse una certezza positiva? 
Niente finqui di tutto ciò. È vero che moltissime cogni- 
zioni si sono guadagnate dai lavori di tanti scienziati 
che hanno arrichito il tesoro delle scienze in tali ricer- 
che ; ma la questione non è stala tolta dalla palestra , 
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la questione non è risoluta. E qui può dirsi collo stesso 
aig. Babinet art. cit. pag. 785. « Toutes le» fots que Vin- 
lelligenee de ì'homme veut «stayer de eomprendre la puit- 
aance créatrice, la voix de raiton lui erte, monte, monte an- 
core, monte toujour, puis, quand «Ile e$t au plut haut point 
ou elle peut attendre , elle est encore atasi éloignéc du but 
qu'au moment du depart.n Nella conclusion dell'articolo sulla 
preesistenza dei germi lo ttesso sig, Floorens. confessa non 
saper spiegare la formazione degli esseri nuovi, e ripete col 
Malebranche pag. 186. Il est bon de eomprendre clairtment 
qu' il est des ckoses qui soni absolument incomprékensiblea. Per- 
altro dove sono delle cose sulle quali 1' umano intelletto si 
arresta, 1' anima si sprigiona per sollevarsi al cospetto del 
Boo Creatore, ed esclamare col Beai Profeta: 

Quam magnificata mnt opera tua Domine ! 
Omnia in saptentia fediti. 

Roma li 22 Gennaro 1857. 

SULLA FORZA CENTRIFUGA TERRESTRE 
m QUANTO STUHRA LA DIREZIONE DELLA GRAVITA* 

FORMOLE E SPERIENZE 
DEL DOTT. B. SANTINI. 

Tutti che non sono affatto digiuni di cose fisico-matema- 
tiche sanno bene che la forza centrifuga terrestre non pure 
scema il valore assoluto della gravità ma ben anco ne sturba 
la direzione. Il perché un /ilo a piombo in equilibrio non 
si diriggerebbe al centro della terra fosse pure omogenea 
ed ellissoidica dì rivoluzione. E noto infatti che essendo P E 
(fìg. 1) un arco meridiano del nostro globo la forza cen- 
trifoga sr;=:f si svolge nella direzione vr parallela al se 
miasse maggiore G E ; il perché 1' angolo vrl è misuralo 
dalla latitudine geocentrica Ea^=l, e si ha la componente 
orizzontale /seni che sturba la direzione della gravità , o 
vogiiam dire la risultante delle attrazioni terrestri. E sic- 
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come tanto questa forza che quella giacciono sopra il me- 
desimo meridiano, cosi i fili a piombo ed i gravi cadenti 
da piccole aliene devieranno alcun poco al sud dal centro C. 

Calcoliamo dapprima 1' angolo tt ( fìg. 2 ) che un filo a 
piombo aC equilibralo fa colla direzione delta gravità GG^-y. 

Scomposta questa forza nelle due FC orizzonlale e CH 
In continuazione del filo, sr vede bene cbe per l'equilibrio 
deesi avere 

FC = fseal . 
Onde si trova 

tan{|;.a = (a) note inOne 

E la projezione dì «C ^ X é 



che qui sì tratta d' arcbi assai piccoli , e può la tangente 
scambiarsi col seno. 

Torna utile trasformare queste equazioni; cotalché ser- 
bando assai di semplicità, risparmino il calcolo separalo di 
f. A ciò serve la formola 

f = —r^pcosl (b) not. in fin. 
Avremo pertanto 

(1) tangoc = — psen'ìl} 

(2) p=\ — pseaìli 

equazioni richieste, in che m rappre^ienta il numero coslante 

^ = 0, 0000000026. 

Dicasi altrettanto delle formale susseguenti ove si c0n- 
tiene f. 
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Rispetto a'gravì cadenti da piccole altezze è chiaro che 
per la forza centrifuga son tratti al sud con moto nnifor- 
memetite accelerato- I) perché nel tempo t dell'intera ca- 
duta, si ha la deviazione 

E detta a l'altezza corrispondente a /* si ha pure 

(3) d.= -^sen(. 

9 

Per conseguenza I". la projesione di ìtn (ilo a piombo non 
mollo lungo (eq. (2)} e la deviazione di un grave caduto per 
piccola verticale, variano proporzionalmente alValteiiai 2." 
esia proiezione, per altezze eguali, li eguagliano. E ciò nella 
ipotesi che il grave cada nel vuotoj conciossìaché la resi- 
stenza dell'aria alteri as»ai l'eq. (3). 

Non é a Irasandarsi questa ricerca togliendone occasione 
di offrire alla meccanica una nuova fonaola differenziale, 
che forse non sarà indarno anche in altre occorrenze. 

Cominciamo dall'osservare che, considerando il moto per 
minimi tempi, in ciascuno di essi la forza acceleralrice 91'" 
può aversi come istantanea. Allftra Io spazio d, percorso in 
deviazione dopo il tempo $ dell'intera caduta, consterà de- 
gl' infiniti spazi elementari 

fifdar, (9 — 1) f'dx, (^—2) fix, (fl-x) y'" d«i 

avremo quindi 

(*) 3 = /(9 _ x)fMdx 

■ Per esprimere f^'^ in funzione della variabile è a rìflet- 
tersi che, nel caso di piccole velocità, la resistenza di un 
mezzo fluido cresce men che non fa il quadrato di esse ve- 
locità. Assumendo dunque la forza ritardatrice nv' avremo 
in genere un termine a gran pezza raancherole. Il perché, 
all'uopo nostro sarà meo tunge dal vero assumere nfx'seii'l^ 
lo che dà 
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pW = fsenl{l — ttfx'seal) 
Onde la forinola (4) addivieoe 

3 := fseB.lf{9 — a;)(l — nfx*seal)dx 
Ed efTetuatane la integrazione da xi = o fino ad j; =: 9, som- 
ntìnistra. 

(5) i=,Ù^r{i-^^fo:,.i) (2) 

espressione richiesta che qui Tuoi essere preferila a 

, Sl/'i/seni.n) — 8l/^(/sen(.n) 

(6) i = - log! (e -4- e ) (■) 

« 

più complimplicata e men vera (pag- 450). E ciò per quanto 
concerne la parte speculativa. 

Rispetto alla sperimentale, ponendo mente alla resistenza 
verticale dell'aria, in parità di circostanze dev'essere &^f 
(pag. 447), e quindi anco 8 > d. Sicché le percosse di nn 
grave abbandonalo a se stesso debbono aberrare al sud dal 
filo a piombo. 

Procacciamo di verificare questa aberrazione. 

Praticato un forellìno f in lastra sottile (fig. 3) all'altezza 
dì 5.*^ del snolo ed a piombo col pernio p, fissai lo zoc- 
colo NS di tal modo cbe una linea condotta per;), giacesse 
nel meridiano. Il pezzo di legno n»," girevole sopra lo zoc- 
colo, portava egualmente una linea tracciata pel centro di 
rotazione. Poste in corrispondenza le due linee , dal foro 
f feci cadere assai volte entro un tubo un piccolo cilindro 
di legno del peso dì 90 gram. (^), girando a ciascuna volta 

(!) Venturoli Elem. di mecc. e <l'l<lraul. voi. 1. d°. 228. 

(^) Non omisi l'i mpiooiba tura inferiore Jel grave, perchè la caduta 
rieitcisse pia regolare, nd unago traversante pel centro di graviti fotie 
meglio condotto a «egnnr dritto il punto della percotia. 
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il pezzo mobile per 180°. Osservai realmente lamia previ- 
sione avverata, che cioó i punti delle percosse noD coinci- 
derebbero. Eccone le aberrazioni. 



Percosse 


Aberrazioni 
■1 sud 


Piani di 
aberrazione 


!■... i6- 


0.00598 




roo'E. 




7 ...12 


0.00610 




40 E. 




13 ...18 


0.00690 


o 


1 OOO. 




19 ...24 


0.00575 


o 


1 30 E. 


w 


25 ...30 


0.00558 


R 


30E. 


7- 


31 ...36 


0.00600 


* 


30O. 


o 


37 ...42 


0.00650 


:2 


40 0. 


o 


43 ...48. 


0.00576 


i 


1 40 E. 


■^ 


49 ...54 


0.00615 


1 00 E. 


a 


55 ...60 

■ 


0.00604 




1 20 0. 





' Ciascuna delie aberrazioni al sud è la media di tre che 
si ottengono di 6 in 6 cadute. Ciò feci per abbreviare il 
prospetto e per dare a'resultati maggiore uniformità com- 
palibilmente con quelle anomalie delle quali è impossibile 
purgare affatto la cadala verticale. É inutile avvertire che 
di esse anomalie son pur conseguenza i piccoli angoli che 
il piano di deviazione fa col meridiano. 

Volendo confrontare il resultato medio sperimentale con 
quello che si ottiene dal calcolo di 2 (!S — d), son questi 
i dati numerici 
Z=44.''ll',/sen;=0,01692 (for. 1), ^=9,80522 , e=l".2 

raggio del cilindro 0,012, 

volume 0,000031667 

peso di un pirì voi. d'aria .... 0,0W151{') 

(■) Despreu. Fisica. J 205. 
ÀnnaH di ScUme Mat. e Fi». T- VII decenne Ì856. 29 
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6«ia grività specifica 4299,5, 

, , ..■ . 90^-0,041151 „„,.,,, 

dell, del chndro 0,000031667 "'^^"' 

9 12PQ "i 

^'- '' - "•- 3 3,»1593x0,0l'2x2843875 °-'''»°^''^' <'' 

fseal ridotto per fa inflaenia dell'aria 

90x0,01692 



Ciò posto le forinole (3) e (5) danno 

2(3 - rf) = 0,00640-1, 
con tenue divario dal resnUalo medio ^erimentaie. Mentre 
servendosi ddla fonnola (6), abbiamo 

2(5 — d) =e 0,03174, . 
quasi qninfiiplo del precedente. 

Ad ogni modo V aberrazione calcolala è maggiore della 
osservata Don pnre nella media ma anco nelle altre in ge- 
nere. Le che rivela una causa permanente di tale divario. 
£ssa causa é manifestamente riposta nella formola (6) ri- 
spetto al 2.* resultato. Oltreché vaolsi por mente alle cii^ 
costanze locali, in cui le prevalenti e non lontane giocaje 
dell'Appennino al Nord dovettero certo attenuare l'effetto 
della forza centrifuga f ). E questo fatto può solo bastare 
al piccolo divario tra l'esperienza «d il 'calcolo della for- 
mola (5). 

Del resto non é dubbio che la fòrza centrifuga della terra 
possa praticamente riconoscersi con appositi gravi cadenti 
da mediocri altezze. Ed ecco un nuovo argomento speri- 

(') Vetttproli. Hranlica, N." 394 e «*. 

(i) L'esperienze furono fatte in Castiglione di Garfagnana aitualo 
prcMochè al centro dall'alta valle del Serchio. 
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mentale per inferirne la rotazione diurna del nostro globo 
cosi ragionando aposteriorii effetti coslaati non possono scom- 
pagnarsi da cause costanti. Vi debb 'esser dunque una foria 
coHtioua che dal Nord al Sud tende ad allontanare i corpi 
dall'asse della terra, e che non può altramente emanare se 
non dal moto diurno. 

NOTE 



(a) Questa formola, combinata coll'àltra 

sen2; , , 
W (ang-» ^ ~- <') ' 

risolfe il problema relativo alla posizione del centro di gra- 
vila terrestre. Intanto può stabilirsi o priori ch'esso centro 
giace sull'asse di rotazione al Sud, poiché, se fosse altra- 
mente, il moto diurno non sar^be uniforme né l'emisfero 
australe meno compresso del boreale ('). Sia dunque In C 
{fìg. 1) n centro cercalo si tratta di determinare CC'. Con- 
dotta la linea CV, avremo 

CrC' = rf-« tor.{\). 

Il perchè nel triangolo rCC son noti due angoli ed un lato 
tonde si ottiene 

Giova dare a qaesta espressione forma diversa. ÀI qual uopo 
ai osservi ohe l csìSv" ^^ foratole (a) ed ^1) , imporla 
fC'G<^M.* «etla formofa (/3). Oltiiecfaè, avviBMdoalki pic- 
colezza degli angoli a ed i, emerge 

(i) Praocoeur. GéoAtt. N." ITS 
(3) Idem. N." 30i e 304. 
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1 

E detta - U compressione polare nel caso dell'omogeo^là 
della terra (ciò che inchiude a == t) emerge ancora 

espressione più semplice ed elegante. 

ter ottener poi l'esatto valore numerico di CC, la com- 
1 
pressione —dee riferirsi alle acque tranquille. Sarà dun- 

1 
que più conveniente assumere —=0,0032787 desunta per 

Burckhardt dalle ineguaglianze lunari, e relativa all'insieme 
di tutta la terra. Cosicché può ritenérsi con molta. appa- 
renza di vero che il centro di gravità di essa terra disti 
al sud dalla intersezione degli assi per 9884'" prossimamente 
E qui cade in acconcio osservare che, posta la verità di 
queste considerazioni , 1." la formola (a) eccede o difetta 
peri>P<45*; 2," è possibile corregerla; ciò che importe- 
rebbe assai nella geodesia e nell'Astronomia (*). A tale ef- 

to si riduca — alla compressione polare nel caso di CC'=p, 
P 

e sì aggiunga a la quantità — cos/{for. i^)) ove A 

rappresenta CC Resulta 

(>) Vw estra fi fi, U ditiante itniHaii «otto l'equatore, ridotte al 
centro della terra, eccederebbero di Sf.iW.1, perchè la formola (a) dii 
t' = e la corretta 

._ A 1 
scoi" 
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. cosi ,sea2l A \ , 

seni" \ p p K 

che è la formola (a) corretta. 

(&) Ecco OD nuovo processo 8Ìnte(ico mollo più semplice 
e spedito di quelli praticati nella geodesia per la esatta de- 
terminazione di p. 

Sia C'r = p (fig. 1) un raggio qualunque del globo ter- 
raqpeo. Detto & quello sotto l'equatore avremo 

(a') p*.™ = H. 

Tutto riducesi adunque alla determinazione di ra. A questo 
inlento si conduca la ordinata ap, la quale insieme con Ci 
intercetta un arco terrestre rq la cui piccolezza, giunta a 
quella della schiacciatura polare, consente 

{/3') ra^ aqseal. 

Or si ha dalla geometria analitica 

ap: qpi: P'C : PC: 
dalla quale si ottiene 

oj : op : : PP' : P'C - 
E coDseguootemente 

PP' 

Con che l'eq. (^3') diviene 

ro=:PP'sen'i. 
1 
Onde, chiamando A la quantità — PP= 11317 (') e p' il rag- 
gio terrestre a 45." cioè 6365667 , le formole (a') e 

,, 1 — cos2i „ . , . . (IO, 

sen ( = ~ (trigon.) somministrano p = p -+- kcosii. 

{■) Francocur. Gfeodés: N.o 300. 
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NOTE SUR UN THEORglie GENERAI, 

PAB RAPPORT a' L'ELIHINATrON. 

PAB. m- A. GATLET. 

fi = (b, &, e. . .)(x, yV = 

deox eqnations homogénes qnelconqBcs eotre Ics varìaWM 

X, y, et representons par B la resuktanle des dea\ {aactioos 

$, ^, de maniere qae R = sera la cooditioD pour que le& 

deux eqaalions <^ = 0, ^ = puissent avoir lieu. Oa saiL 

depuìs long temps que les valcurs des variabtes x, y, qua 

salisfaisent à la fois aux deox equations ^ = 0, f == soat 

données (**) par les conditious (equivalentes à une seule con- 

dltion) 

dK (Ot dR mfm — 1) 

— -< — —. . maf-^y : -hr^ ^"V ^^■ 



da' di ' de ^ "' 1.2 

dH dR dR „, , «..^-i., "(" 

da" ' ° '""'""' 



: -—et, s= x":nx'-'y: -^t^ — ■ «"""V et. 
dy 1.2 

Ce qo) suppose cependant qne les coefficisiUs a^ b ,Cf • . 

«, p, X, . ■ sont des qnantités absolument arbitraires: Ics 

conditioDs doni il s' agit peuvent aussi s'ecrire sous la 

forme 

dR dR dR ^df d»f df 

da' db ' de ' da' db ' de 

(1) L'ullima Dotazione adotUU dall'i Ihislre autore dalla presente 
nota per tùnbotegyiare le funzioni oau^piice consifterebbe nell'ìncro- 
ciamenlo delle du« parente*] medie, ma qui. per maDcania di tipi si 
riproduce la pri|na. S- T. 

('}. Il Va aani dire que ce n'esl, que la valev de z : || la- 
quelle est determinée , maia dant la iheorle des fonction* faonia- 
geues les ?aleurs absolues, n'iaiportent rien; M on peut dire qua 
les Talenrt x , y sont deternìa^es, quand X: y est detemiiiiée : on 
etite par ceUe loculion des lunguers très-enmiyaatea. 
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tìl ^ dR ^ di» d^ ép 

Ix' d^' ~Ì-i '^^'^ Hx' d^'Af ^*' 

Or M. SchlaHi dans sod excellenl niemoire (Ucber die Rbt 
sullanle eines systemes mebrerer algebraìscher Gleichungen) 
Traus. de 1' Acad. de VieRi>e lom. IV (1852) a feneralise 
ce tbeoretne de la maniere, que voicì. Eu coosiderant uà 
nomttre queleeoqne d'e([Hations ^ = 0, y=sO, Ji=0;.- eirtW 
le méme nombre de variables ^ = 0, y = 0, « =0-.. et ea 
supjwsant que a, &, e e(c. soìent des qnantitéa qei estreot 
d'aue manière quelconque dans la fonctioD f, san» Mitret 
daus les autres fonotions <i>, /. ^^^- (il "'est oullemeut ne- 
cessaire, que te nombre des quaotités a, &, e . . . soit tei, qae 
la fopctien f reste absolument arbitraìre , le nombre des 
quantités a, b, e etc. pctat mente se reduire à 2). M^ ScbUDi 
fait Toir que l'on a dans ce cas 

t^R <(R éjR _^if df d^ 

da' di» de da dò ' de 

Vaici eu effel le raisoitneoient fort simple dont &e sert M. 
SehIàtU pour elablir U proposilioa d«nl ils'agìt. Lesequa- 
tious ijf = 9=:s0 X^^ ^c- seront salisbiles par des 
certaines valeurs de x: y; sete. en supposant seulmenl, que 
lei quADtités, a, b, e, etc^ satìsfaiseut à la condìtioa R = 0. 
Pone les equaiions (^ = y.= 0, ;t ^ etc seront encora 
satisfatles en doanant des variations infinimenl' j^elites 
quelcoiuiUQS $a, $.b^ de eU. aux quantités a, />, e eie. en 
KUpposaiit s&ulemeat qua ces variatious soieat telle^ que 
l'on ait 

.„ rfR . dR ., dR. . 

da dò de 

Or les equatioDS <^ =0, )!_ = 0: etc. qui ne contiennent 
pas les- quantités a, 6, e eie. suffiseal 8ettles(e. a. d. sans 
r aide de 1' equatiun ^ = 0) à delerminer les valeurs de' 



3vGoO(^lc 



(456) 
x: y: z eie. qui salisfaisent an systéme f>=0, ^(=0,' x^ ^ 
(Od suppose lonjours l'equation R «: 0) donc les nouvelles 
Taleurs de x: y. z etc. seront les mémes qu'aupararant et 
l'oD doit avoir 

9,:=^ 3„ -^ ^f SS -^ * Se-.- eie. = 0. 
' da db OC 

Savoir cette equation aara lieo en verlu de 1' equation 

dR = qui est la seule condition, à la quelle od a assu< 

jeti les TariatìoDS da, dA, de eie. ce qui donne eTÌdemment 

les conditions 

dK d}ÌL dK _ dtf df df 

da' dh' de ' da dà ' de 

Cela etant, on peut encore generaliser le tbeoréme de ÌS. 
SchUfli : pour cela je suppose, qne les qnaofites a, &, e... 
entrent d'une maniere quelconque dans les fooctions ip, ip, ^t 
etc. Les equations ^==0, ^ = 0, X = '^ ^^- imptiquent 
l'equation R=:0, et en donnant aux quantìtés a, b, e etc. 
des variations infinimcnt pelites quelcouque $a, Si, de etc. 
qui satisfaisent à la condition $R = , les equations 
fi:=0, 1/1=0, X^^^ ^'*'* sfi"^"* satisfaites à la fois, ce- 
pendant par des nouvelles Taleurs des variables; on peut 
representer par Sx , $y , iz etc. les variations qu'il faut 
aUribuer aux variables x, y, z eie. Les equations ^ =■ 0, 
^ =0 ;£ = eie. Seronl satisfaites en y vniant k la Fois 
les valeurs des variables x, y, z etc. et des quanlités a, 
ft, e etc. les variations de 9, tf, x ^*'^- doivent donc s'eva- 
nouir: je represente de la manière qne voici les conditions 
àinsi obtenues, savoir 

S,H- ^S«-^^Ss,**-S.-.-e.. = 0. 
' dx dy ' dz, 

dx dy dz 
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* (fa dy ' 



dz 



£n preDant, L, M» N etc- des fonclions absolument arbi- 
traires, et en preoBot aussi 

Ju = — Lia; — M5y — N5z — el. 

on aura l'equatioa identiqae 

5« -4- Lda: -t- M$y -t- NSz h- et. = 

et en elimiaant les varìatioas ÒXy Sy, $z etc. on obtient une 
equation 0=0; la partie de D qui contieni le terme Hu 



sera eTidemment 








a» 


df 

ix ' 


df 

dy' 


d? 
di 




dx ' 


ài. 

dy' 


et 
d. 




(fa ' 


dy' 


'di 



et le delerminant facteur de cette expression s'evanouit en 
vertn des equations ^^0, ii = X'^^^ ^'- Cela est en 
effet un theoréme de M. Hesse , le quel se dcmon- 
tre tont de suite en remarquant que l'ou a 



"'I'=*jt-^»J7.-*-' 



■ et. = 



L'expressioD D ne contient donc pas de terme avec du, 
et r equaliOD D = 0, peut s'ecrire cotnme soit 
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L, M, N, 

dj; ' dji ds ' 



d(f , 






di' 



^X^ 



ix 



_ ^ ^ 
dx di/ ds 

equatioa de la forme 

X$<f ->- y<Ì<t> -^1^1-+- et. = Q. 
c'est à dire une eqaation entre les seules variations Jhkt ^l>^ de 
etc. Or il ne petit pas j avoir entre ces variations d'antro 
equation que 3R==0, ondoit dono avoir identiquemeul. 

X«y -^ y3(p -H Z8x -^ e*- = l^^R 
saroir celle equation sera satisraite par les valeurs de x: y: x 
etc. qui satisfaiseot à^ = 0, (fi=0, X.^^ ^'<^- ^'^^^ '^ '^ 
theoréme qu' il s'agissait de demontrer; en supposanl que 
les quantités a , & , e eie. a' entrent que dans la fonclion 
f, on a $tf = 0, 3/ = etc. C'est à dire Xòf = k $R, le 
quel est le iheoréme de M- Schifi. Je remarqufl quo M. 
$chlaflì a donne aussi un theoréme par rapport au discri-> 
minant d'une foDCtion queloonque f , savoir en repreveor 
tant par v ce discrlminant, et en supposaut) que te» qnaatitea 
a, b, e eie. entrent d'une manière quelconque dans la fon^ 
clion <f, les valeurs de x., y .... qui satislaiseal aux equa- 
tions 

^=0 -- 

dy. ' dx ~ 

(les qnelles impliquenl l'equation v=0) sont donnèes par 
d^ d^ d^ dip dp dp 

da db' de ' da' de ' de 
Cela est deja la forme la plus generale du theoréme. 
London ì Stone Buildings 12 Dee. 1856. 
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l'occultìziohe di giovb 
nella sera ^ cennajo 1857 

OSSERVATA A VODEffA 

Come appendice alla mia Nota intorno a varie cose astro- 
nomiche, inriatale pocanzi, nou le sia discara, illustre Sìg. 
Bedattore degli annali di scienze matemalicbe e fisiche, la 
comunicazione che vengo a darle del bel fenomeno dell'oc- 
cnltamento di Giove per la nostra Lana, arvenato lasera 
M 2 GeDBaJD, quasi a celeste inaugurazione dell'anno c<»- 
rente, e che al favore di un tempo sereno io fai lieto di 
poter benisgimo e compintamente osservare. Tal« fenonwao 
rìpelntosi all'inlervallo di 54 giorni mi ha compensati» del- 
l'incomplelB osservazione concedutami al euo prino avveni- 
Bi«»lo 11 notte dall'8 al 9 dell'ultimo No-vembre, e ohe le 
recai a notizia nel mentovato mio scrìtto, al qaale perciò 
e di conveaienza che segua il presente. £d ecco tosto i 
tempi istanti, che io raccolsi con ogni fiducia di esattezza, 
delle immersioni osservate dei quattro Satelliti, e dei lembi 
precedente e seguente di Giove dietro la Luna nella detta 
sera 2 Gennajo. 

Immersioni. 4*- Sat. a S^.23''.29*,8 di tempo mbd. a Modena 
3». . . . 5. 35. 0, 5 
1.* lembo di Giove 5. 43. 25, 0. 

2. lembo 5. U. 51, 6 

r. Satell.5. 46. 14,8 
2". ... 5. 47. 45, 7 
AirimqiArsioDe dì ciascun, Satellite io notai ristante della. 
disp^riitoD totale di esso, avvertendo che io Io vedeva ia- 
fanzi scemar sensìbilmente dal pieno splendore per un poco. 
m^no di IViS. Altri osservatori hanno giudicato cbe questa 
dimÌBUzione abbia durato due o tre secondi ; ma io. non 
seppi stimarla diversamente da quel che ho detto. Però le 



3vGoO(^lc i 



{ 460 ) 
immersioni medesime , e tutte rinscirooo assai precise ed 
istantanee, il cielo essendo nettissimo da nebbie, la Luna 
presso il meridiano e imminente al primo suo quarto, e il 
cannocchiale di Fraunhofer da me adoperato avendo il pregio 
dì una insigne chiarezza^ per lo che gli appulsi o contatti 
alla parte oscura, benché non visibili, della Luna non mi 
lasciaron alcun dubbio al giudizio delle dispariziooi de' Sa- 
telliti e dei lembi del pianeta. 

A prepararmi ed accertarmi del luogo preciso dell'emer-. 
sioni dal lembo illuminato della Luna io usai la precau-. 
zione , altre volte da me indicata , di metter poco prima 
dell' occultazione il pianeta sotto il filo equatoriale della 
macchina paralattìca e di tenervelo, riguardando poscia al 
punto lunare intersecato dal filo stesso in prossimità dell'emer- 
sione. Cosi avendo l'occhio ben fisso a quel punto ne rac- 
colsi e determinai, quanto è possibile precisamente, gl'istanti 
che seguono: 

Emersioni 4.° Satellite di tempo medio a Modena 



3°. 

1° lembo di Giove 

2° lembo 

l." Satell. 



, 6*.49'". 
6. 57. 50'.8 
6. 59. 10. 3 

, 7. 0. 27. 

, 7. 2. 19. 



Atteso il vivo splendore del lembo lunare all'emersione, .mi 
fu impossìbile distinguer il 4. Satellite, se non uscito a molta 
distanza da esso lembo, il 3. Satellite mi fu percettibile 
un dieci o venti secondi dacché n'era uscito, il 1. Satel- 
lite mi riapparve alla distanza o dopo sei o otto secondi, 
e il 2. circa a quella di quattro a sei secondi. Però le 
emersioni, dei due lembi dì Giove mi sembraron giudicate 
sensibilmente agl'istanti veri del fenomeno, avvegnacche nel 
contatto e al confronto delle immagini luminose quella di 
Giove mi apparisse tanto sbiavita e scolorata dalla fulgen-' 
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(issìma e bianca della Luna, che la prima ne aveva somi- 
glianza di una larva oscura e superficiale , anziché di nn 
globo illuminato e compatto. Discostatosì poi alquanta il 
pianeta dalla Lana, e vedendosi entrambi nel campo del can- 
nocchiale , vi splendeva quello di un giallo d' oro pallido 
e questa di un bianco d'argento agli orli vivacissimo. 

Notai da ultimo e ad occultazion terminata del Sistema 
Gioviale che il 1. Satellite erasi di molto avvicinato al di- 
sco del pianeta; ed io lo distinsi ancora per alcun tempo 
in immediato contatto col medesimo ; tanta è la nettezza 
delle immagini visive nel mio cannocchiale con ingrandi- 
mento di 180. Movendosi il detto Satellite da Oriente a 
Occidente, esso veniva per noi alla congiunzion inferiore, 
e sarà sialo poco appresso proiettato dal raggio visuale sopra 
il disco del pianeta , se pure lentamente non radevane il 
lembo verso il polo boreale. 

Chiodo questa breve relazione ricordando che una stella 
di prima grandezza , emergente in caso d'occultazione dal 
lembo più fortemente chiaro della Luna di poco ne perde 
al confronto la vivacità del proprio splendore, tuttoché la 
medesima non abbia per noi alcun diametro sensibile. Giove 
per contrario nelle stesse circostanze impallidisce e scolora 
fin quasi a disparircene , benché ad aria scura e serena , 
isolato ed alto nel cielo ci appaja poco men risplendente 
di Venere. Ma esso ci offre un disco di presso ad un minuto 
primo di diametro; e tanta poi e la differente inlensilà della 
luce diretta e siderea e della luce riflessa e planetaria , 
comechè quella rispetto a questa inviataci da distanza in- 
comparabilmente maggiore. Da ciò si desume quanto grande 
esser deve l'assorbimento o la perdita della luce del nostro 
Sole nel sno ripercuotersi alla superficie dei pianeti. 

Modena, 6 Fèbbrajo 1857. 
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tNTORKO AL TEOTttllit DI euDAN. 

NOTA 
DI ASIftELO «CHOCCDI 

È noto cbe Bodan pubblicando nel 1807 il suo teorema 
Io dimostrava per le sole equazioni non contenenti radici im- 
maginarie, e si serviva a lai uopo della regola di Cartesio 
ÌDlorno ai segni; e che poi ne presentò ainslìinio nel 1811 
una dimostrazione generale approvata sopra la relazione di 
Lagrange e Legendre ma rimasta inedita e Forse perdala. 
In questo scritto mi propongo di far vedere che princìpiì 
non dissimili da quelli da cui si suole dedurre la regola 
Cartesiana valgono a dimostrare generalmente il teorema di 
Budan, e che dagli stessi principii si trae un teorema af- 
fine, nel quale le differenze successive sono sostituite alle 
derivate, senza dover ammettere le limitazioni introdotte dat 
signor Emilio Malhieu in un recente articolo degli Annali 
del Terquem {1856 pag. 429), limitazioni che loglierebber* 
ài teorema gran parte della sua importanza. 

1. Premetto due lemmi , che sono facili àmpliazioBÌ di 
quelli usati da Gauss e da Cauchy nelle loro dimostrazioni 
della regola dei segni, e che in egual modo si provano. 

Lemma I. Siano tn-H-l quantità 

o, t Oi , «i > - • ■ ' a„ ^1) , 

è se ne deducano altre m-t-S quanlità 

À, , A,,. A, , . . . A„, X^, (2)_, 

ponendo 

A<, = 9^a^ , A, =a^-y-$,a, , A, = a ,-i- fl,«j , . . . 
A„-a„..-^9«a„,A„,^,=«„ (3), 
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dove £)„., '6t y Sa t • • ' ^m 3^H> coefficienti tutti dello ste^o 
segno. Sappesto che questi coelEcieuti siano Begatìvi, il na- 
flieFO delie variazioni di segno presentate dalla serie (2J 
deve «operare quello delle variazioni della seri« (l^. 

I temioi della serio (1) possono esaere positivi « nega- 
tivi, e alcuni di essi possono anclte ìiupporsi Rolli ma is- 
tendiamo che non sia tale 1' ullìdio termine. Quando uno 
o più termini sono nulli , si può attribuir loro un segno 
a piacimento, « allora Ìl numero delle variazioni della serie 
(1) -sarà divergo secondo la scelta di tali segni per mode 
che avré an moMìm» e uti winim» che il Cauchj nella sua 
jl«M2yi>e tìlgèhfiqHe , pag. 515 , ifisegna a determinare. Il 
Lemma si applica «I sumero affettivo delle variazioni che 
costituisce il tnt'ntfflo, ma resta vero anclie pel massimo, e 
eosl ìl uamerD massimo delle variarìoni della serie (2) ec- 
cederà sempre il miinero massimo delle variazioni della se* 
rie (l): imperocché ai termini nulli della prima serie si pos- 
sono sostituire altri termini positivi o negativi in guisa che 
il Bumere dell« variazioni sìa portato al suo massimo »; al- 
lora la serie (S) avrà più di v varìaeioni, e bettcbé qutd'- 
che suo lemiiie possa annullarsi quando A rimettono i ler- 
miai ddIU 'l«lla serie (1), pura il Bome<ro delle variazioni 
della serie (2) ]>otrà crescere na no« già scemare dovendo 
emcr PMBilo al massimo, e rimarrà quindi saperìere a v. 

Lemma li. All'incontro, se ì coefficienti 9, , €i , . . ■ $^ 
sono tutti positivi, il numero massimo delle variazioni della 
serie (2) non eccederà mai il numero massimo delle varìa- 
Kioni <dèll« serie {\). 

Di qiàeelt due le^mi ciascanb è un corollario dell'altro: 
cosi supfceto vero \\ primo se ne diedace agevolmente il 
sfeCOOdo. Itafeltì Wdiàmo che al numero massimo delle va- 
rieìEionf corrisponde fi numero minimo delle permanenze j 
onde se questi àameri siano » e p nella serie (1), *>' « j/ 
•ella serie ^), si avrà « -*- ;» = m, i/ -^ / *= m -i- I. Ora se 
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cangisi il segDO a tutti i lermiai d'indice impari nella se- 
rie (1) , e a latti quelli d' indice pari nella serie (2) , il 
namero minimo delle permanenze diverrà in ciascuna serie 
■I namero minimo delle variazioni , e però si otterraimo 
dae naove serie tali che il numero minimo delle variazioni 
sarà p nella prima, p' nella seconda. Ha le equazioni (3) si 
posson mettere sotto la forma: 

— A_= — S„a^, Ai^a^ — B,( — a,), — Ai=— o, — fiiO,, ecc., 

e supposti positivi 0,, 9,, ..., saranno negativi — 9,, — 9,,...: 
adunque potremo applicare alle due nuove serie il lemma 
1, e ne risulterà p' > p, sicché a causa dell'equazione 
©'■-•- p' = m-i-l=:o-t-|i-j-l dovrà essere u' ■< r-t- 1, 
ossia v' non i> t>. 

2. Consideriamo una funzione intera /i[x) del grado m, 
e le sue derivate successive, formando la serie 

/!»)> /"(x). n»). ■ ■ • (-{') (^) ■■ 

il numero massimo delle variazioni di questa serie. non può 
crescere quando da un valore x della variabile si passa ad 
un valore poco maggiore x-i-e. Perocché si può supporre e 
cosi piccolo che la differenza /(x -+- è) — f.^x) abbia il segno 
del suo primo termine if(x) , e che ogni altra differenza 
f'[x -^ i) — {"{x) abbia pure il segno del suo primo ter- 
mine £/*";*''(«): quindi facendo 

/^a^^-s)=/^a,)-H«/(:t) , /.(i-*i)=/>.(a:)-He„,/--*.(i) 

si potranno supporre S, , S, , . . . 9„ tutti positivi^ inoltre 
essendo ("{x) costante si avrà ("{x -+- é) = ("(x), e se la- 
luna f*'^^{x) delle derivale sia nulla, si potrà perlapiccio- 
Iczza dì E supporre f{x -i- e) ^ f{^)'- ^^'^ dunque applica- 
bile il lemma II, e perciò il numero massimo delle varia- 
zioni della serie (4) non sarà maggiore pel valore a: -<- e di 
quello che sia pel valore x , se anche, nel cambiar,e x. in 
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ir-v-E si aggiunga in capo della serie an termiDe k„r=OJ[x) 
coD So positiro, né crescerà perchè manchi questo lermìne. 

Ànmentando x per gradi piccolissimi da un valor dato 
a; = ae insino ad od valor maggiore qualsivoglia x^ ^, si 
vedrà dunque che il nomerò massimo delle variazioni della 
serie (4) non cresce da un grado all'altro contiguo e quindi 
non cresce da oc a ^.. 

Similmente per mezzo del lemma I si dimostrerebbe che 
. lo stesso numero non decresce nel passaggio dal valore x=^ 
al valor mino:^ x = et. 

3. Sia sempre ^"^a, e chiamata g una quantità com- 
presa tra a e /3, si faccia T(x) = (a; — y) f{x), e con le de- 
rivate successive di ¥(x) si formi la serie 

P(^) , r'(x), F"(x), . . . F-(i), F"+'(i) (5). 

la ciascuna delle serie (4) e (5) il numero massimo delle 
variazioni che corrispondono ad j: = et eguaglierà o ecce- 
derà quello delle variazioni che corrispondono ad x^/3: 
si chiami E questo eccetto nullo o positivo nella serie (4)' 
L'eccesso appartenente alla serie (5) non sarà minore di 
E-.-1. 

Perocché avremo 

■ '"W=«x)-H*-S)/'(*) . F"ia;:=2n»)-H(»-srW, ■ • • 

F-(«) = !»/—(«) -*- (^ - «rw. F-*'(x) =(».-.- DrM, 

e il coefficiente x — g sarà negativo per « = «, positivo 
per «=j3 onde fatto jr — y = 6. = 9, = 29» = ... = m$„, 
e divisi per 1, 1, 2, . . . m, m -i- 1 i termini della se- 
rie {5), é chiaro pel lemma I che il nnmero massimo delle 
variazioni della stessa serie eccederà per x = a quello della 
serie (4), e pel lemma II, che nonio eccederà per x = jS: 
l'eccesso appartenente alla serie (5) supererà dunque l'ec- 
cesso che corrisponde alla serie (4) , e cosi sarà almeno 
E — l. 

ninnai* (K S«W»I«jral. « Fii.T. TU dtcmbre 1S36. 30 



3vGooglc 



( 466 ) 

Se introducansì altre qnantità g\ g", g"\ • ■ > • efcali o 
PO, parimente comprese tra i limiti ce e |3, e se si moltì- 
plica F{x) per gli altri bÌDOmii x — y', x — g", x — jr"', ... , 
l'eccesso E andrà crescendo e diverrà almeno E-v-3, E-4-3,... 
e In generale £<->-» dopo l'iatroduzioDe di n nuovi fat- 
tori binomii. 

Sia pertanto f[x) = aa'equazione che bob abbia radici 
tra a e |3 E dopo l'ìntrodazione di n radici comprese tra 
questi limiti l'eccesso E sarà accresciuto almeno di » unità, ■ 
e quindi il nuovo eccesso non sarà minore dì n. Hi con.< 
eluda che per ogni cquaiione f{x) =3 il numero delle ra- 
dici eguali o disuguali comprese tra due limili a e ^ non 
supera mai l'aumento che riceve il numero massimo delle 
variazioni della serie (4) .quando x passa dal limite supe- 
riore ^ all'inferiore «. 

' Si può aggiungere che se il numero delle radici è mi- 
nore d'un tale aumento, la dìQ'erenta sarà un numero pari. 
Ciò sì proverà facilmente osservando che Ap ha segno op- 
posto ad a^ nel caso del lemma I e segno eguale nel esso 
del lemnia II , e ch0 quindi la differenza tm il Bumero 
delle variazioni della serie (1) e quello della serie (2) è 
ìmpari nel primo caso e nulla o pari nel secondo. 

Questo è il teorema dì Budan che Fouripr ha dimostrato 
jn modo diverso uella sua Analysf des équations. Ca dimo< 
^trazione precedente serobi-a più semplice; il caso dell'an- 
RulUmenlo di qualche derivata non abbbogna di ipìega- 
;tionì peculiari, poiché si tratta del ennero naasinjo dì vt* 
riazìonj e sempre si sa determinarlo. 

4. Attribuita tfd X la differenza costante e potsitiva ^v=k, 
passiamo a considerare la serie 

{(X) , ^f{x - A) , A'fix -%k), -, . a- A* — mh) (6). 
6arà 

&f(x-h)==f(x)-f{x~h}, 
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e quindi prendendo le differenze sarcessire 

à*f\x — 3A) = \*f{x —U)— Mf{x — 3A), ecc. » 
inoltre essendo &'f[t) cosUnte » a?rJi 

A-/(a: - mA) = ^■'f{x — mA -^ A). 
Adunque U serie (6) equivale alla seguente 
f(x) , ^f{x) — &'f(x - A) , A'f{x-h)-&^fix - 2A) , . . . 
A«-f[x — mh->- 2A) — \''f{x~mh-^h) , A^Ax— mA-^-A} -. 

se f{x) ha lo stesso segno di —Af{x), questa serie pel lemma I 

conterrà più variasioni che l'altra 

àf{x) , à'f(x — A) , A*/(« ~ 2A) , . . . A'-flx - m* -.- A) , 

e quindi ne conterrà un numero almeno eguale nel caso 
contrario. Ora aggiungendo io capo all'ultima serie il ter- 
mine /1[x) , le aggiungiamo una variazione quando f(x) ha 
il segno di — A/'(x) e net caso contrario una permanenza; 
dunque in ambedue i casi la serie (6) avrà almeno tante 
variazioni quante la seguente 

f(x} , &f[x) , A'fix-k) , à*f(x-2k) , ...A-flaf-mA-Hi) , (6')- 
Ha 

A'f{x — A) = à^f{x) — \^f{x — A), 

à*f{x — 2A) = A^f(x - A) - à^fix — 2A) , ecc., 

e però la serie (6') contiene (ante variazioni quante ne pre- 
sentano insieme le due : f{x) , àf{x) , e 

i'f{x - i) — iifli — 2*) , , . . 4-/(j —mli-r- U). 
La McoDda di queste presenterà pel lemnia 1 più variazioni 
elle la serie 
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A*/i(x) , A^f(x - k) , A4/l(x - 2A) , . . . A-flx - mA m- 2A) , 

se A f{x) avrà lo stesso segno dì — à!'f(x) , e almeno al- 
trettante nel caso contrario; d'altra parie l'oltima serie ac- 
cresciuta del termine Sf{x) anteposto a tutti gli altri acqui- 
sterà una variazione qnando Af(x) e — ^'f{x) hanno egaal 
segno e net caso contrario una permanenza: dunque in tulli 
i casi la serie (6') conterrà almeno tante variazioni quante 
le due serie insieme f{x) , Af{x) , e 

&f(x) , A'fix) , A% —h),... \'"f{x — m* — %h) , 
ossia quante la serie unica 

f{x), Af(x), A'/ì*), AY(x-A), . . . à'"f{x—mh^2k) (&'). 
Da questa passeremo similmente all'altra 

fi») , Aflx) , ^'fix) , 4'/l(») , i<««-J) , . . . 

. . . A-/(» — mi -.- 34) (6""), 

e proseguendo di mano in mano riusciremo infine alla serie 
/(») , àf{x) , H'rix) , . . . i"/l.) (7); 

onde conclnderemo che la serie (6) per qualsivoglia valor 
individuato di x contiene almeno tante variazioni quante ne 
presenta la serie (7). 

5. Il numero massimo delle variazioni della serie (7) non 
può crescere nel passaggio dal valore x al valor maggiore 
x-*-h. Poiché si ha 

/l» -^ *) = fl») -t- ifix] , 4/(i -- *) = 4/!«) - 4'rt«) , 
4Y(»:h-4)=4Y(»;-<-4Y(«) , ■ • • 4— fla:-*-J)=4— /'{a!;-+-4-f(l), 
4-/-(i*4) = 47(i), 
e quindi il cambiamento di x in x-^-k produce una nuova se-: 
rie nella quale il numero massimo delle variazioni pel lemma 
II non eccede quello della serie (7) ancorché a quella si 
aggiunga per primo termine f(x). 
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Adunque il nnmero massimo delle variazioni della s(v 
rie (7) neppure crescerà nel passaggio iax-t- h aix -^ 2A, 
da x-^-2k ad x-tSh, ecc.; e generalmente non crescerà nel 
passaggio dal limite x = o: al limite superiore x = ^ , se 
la differenza di questi due limiti sia molliplice di k. 

Nella stessa ipotesi il numero massimo delle variazioni cbp 
presenterà la serie (7) per x ^ j3 non potrà superare quello 
della serie (6) per x = a, poiché questo (pel nnm. preced.) 
non sarà inferiore a quello della serie (7) per lo stesso va- 
lore X =0.. 

6. Se in luogo di prendere Ax^h, supponiamo àx ^ — h. 
fatto u^=sj\x), la nota formola 

A'w, = Ua — n«„-, -H j-^ — tt„-i — . . . ± f(x) 

ci darà 

à'f{x)=f(x-nh)-nf(x-nk->-h)^^^~^f{x-nk'^2k)-... 

ztzfix) : 

ora nell'ipotesi dì Ax = A, fatto u, = f(x — nk), si avrebbe 
dalla stessa formola 

A"f{x-nk)=f{x)—nf(x-^k)^'^^j^^fix-nk-*-2k)—, . . 

zt: f[x — nh); 

onde si vede che A'/^z — nh) preso nell'ipotesi di Ax =: & 
eguaglia ( — 1)" A''f{x) preso nell'ipotesi di Aa; = — A, e 

quindi ha lo stesso segno di — ^ — presopurecon Aj;^* — A. 

Ne risulta che la serie (6) equivale pei segni alla segnente 

purché in questa si supponga Ax = — A. D'altra parte é 
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nanifesto che se sappooiaroo Ax^^^k, i se^ni dèlia se- 
rie (8) saranno eguali a quelli della serie (7). 

Possiamo da cid couchìudere che il numero naassìmo delle 
variaiioni della sene (8) non cresce nel passaggio dairipo< 
tesi x*aa a , àx :=' — A all'altra ipotesi « r= ^ , &x ^k, 
« che quindi deve nella prima ipotesi presentare an eccesso 
nullo o positivo E. 

Sìa g una quantitft compresa tra a e j3 , e posto 
F{x) = (a; — g)f,x) , formiano la serie 

j., . à¥(x) S'T(x) A"-F(5| ^ 

Ax Aa:* ' ' " Ax" At"""' 

per la sostituzione della serie (9) alla serie (8) l'eccesso E 
diverrà almeno E -+- 1. 
Infatti avremo 

àPi^) „ . . ^' , àf{x) 

àx àx ix 

Ar"^' ' ' ' Air " ' 

e i coefficienti x — g-*-Ax , x — g-t-2àx , . . . x — y-i-mAr 
saranno tutti negativi nel caso di x=:a., àx^ — h, e tatti 
positivi in quello di x = fi, Ax=:h; dunque il numero 
massimo delle variazioni della serie (9) dovrà nel primo caso 
{leiBflM I) eccedere quello éella serie (8) , e non Io ecce- 
derà nel secondo (lemma II); dunque il corrispondente ec- 
cesso sarà maggiore per la »erie (9) che per la serie (8). 
8, Quindi se nell'equazione f(x)^(i s'introduce una ra- 
dice g compresa tra a e ^ 1' teee$so che corrispondv alla 
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funzione f{x) dineoe almeno E -<- 1. Introdotte dltre rH' 
dici g'j g", . . > comprese tra gli slessi limiti, un tale ec- 
cesso sarà di mano in roano eguale o superiore ad E -t- 2^ 
E -4- 3 , . . . , per modo che dopo l'introduzione di n ra- 
dici non sarà minore di £ -^ n, e conseguentemente sarà 
almeno n. 

Adunque il numero delle radici che un'equazione f(x)=^0 
possiede tra i limiti a e jS, se y3 — né positivo e molti- 
plice di h , non é mai maggiore dell' aumento che riceve 
il numero massimo delle variazioni della serie (8) quando 
si passa da « = /3 , Ace = A ad j; = « , &x = — -A 

Si può aggiungere cbe ogni qual volta siffatto aumento 
saperi il numero delle radici comprese tra a e ^, la dif- 
ferenza sarà un numero pari , dappoiché l'tiltimo termine 
della serie (9) , ha sempre il medesimo segno dell' ultimo 
della serie (8) e invece il primo termine della serie (9) ha il 
iBedofiìmo segno del primo della serie (8) nel caso di x^^ 
e il seguo contrario nel caso di x = «. 

Vedesi come questo teorema sia per le differenze ciò cbe 
il teorema di Badao é per le derivate. Il signt»- Hathien 
è oUiIigàto a confrontare non due ma quattro serie di segni 
e a dimisuire h insino a che la prima serie si accordi con 
la seroada, e la terza con la quarta. 

Alla serie (8) si potrà sostituirò la serie (6) rispetto al 
limite £ B_ a , e la serie (7) rispetto al limite x = ^ , e 
allora si dovrà far sempre &x = k. 

9. Supposta Uf una funzione intera del grado m e u il 
suo valore per a; = 0, si ha ' 

a; . x{x->~ h) ., 

"-="■*;''" — iw-""^--- 

x{l — h){x — 2>l . . . (x — mh^h) 

■ ''*' 1.2.3. . . mh- ' 

nota forinola d'interpolazione ove iix = h: cambiando k, in 



«Google 



(in) 

in — A, e intendendo che le differenze successive »aao de- 
lerminale con Sx ^ — h, se ne deduce 

x(x -t- h) 



1.2A* " ^ " ■ ■ ' 



-A) , 



' ' ' ~ 1.2. . . mA" 

Fallo qaindì per compendio 

x(x-^k) . . . {x-*-nh~ h) 
1.2 .. . nA" 



■■ (»)« 1 



i) polÌDomìo f(x) potrà ordinarsi pei fattoriali (x)„ e pren- 
derà la forma 

A, -1- A,(j:), -+- A,(j:}, -+-... -K A„{x)„. 

Il coefficiente ultimo A„ sarà lo stesso nninero che ri- 
siiUerebbe per coefficiente di x" net medesimo polinomio 
ordinato secondo le potenze x" ; perciò se assegnasi ad x 
un valore numericamente si grande che f{x) ordinato per 
le potenze di x abbia il segno stesso del suo termine più 
elevato, si potrà eziandio far collimare il segno di f[x) con 
quello di A„(a:)„, poiché (x)„ è positivo come a^ se j: è 
tale , e ritiene il segno stesso di x"", se x é negativo ma 
supera in valor assoluto (m — 1)A. 

Ora preso &x= — A, abbiamo 

A(«). = - (i),., , 4-(x)„ = («),., , 4>(»), = - (i)„.3 , eie. 
e quindi generalmente 

A'(xl„ (x)„., .. .. A'W» 1 

Preso invece àx ^ A, abbiamo 

A(x)r, = {x-^ A)„.. , A'{x)n ■={X'^ 2A)„., , ecc. 
onde 



3vGooglc 



(473) 
. A'(j)n _ ix^nh)„., A"(j)„ _ 1 

Aar* ~ k' Ax' ~ A" ' 

È doDqne chiaro che i (ermini della serie (8) riescìranno 
ordinati per fattoriali, che saranno tutti della forma {x)„ 
nel caso di Ax = — A , e che nel caso di Ax = h il 
fattoriale più elevalo sarà {x)„ in f{x} , e {x -t- nh)„^>, 

in -— ^ — • Intanto si potranno determinare due limili 

ir = L,a;=— L', l'uno positivo e l'altro negativo , per 
ciascun de' quali ognuna delle funzioni (8) abbia il segno 
del termine conlenente il fattoriale più elevato , suppo- 
nendo Aie :^ — h per x = — L' e Aa; = A per ìf = L. 
Allora la serie (8) presenterà per x = L sole permanenze 
e per X = — L' sole variazioni, il cui numero quindi sarà 
m : essa dunque perderà m variazioni da x ea — L' ad 
X = 1., quante sono tra reali ed immaginarie le radici del- 
l'equazione f(x) = 0. 
Per X = 0, Ax = — A, si annullano il fattoriale {x)n e 



Ax" 

positivo; quindi la serie (8) si riduce alla A„, A,, A,, ... A„. 
Xon presentando alcuna variazione la medesima serie per 
x^L, Ax = A, si concluderà che il numero delle radici 
positive dell* equazione f\x) = non può superare quello 
delle variazioni che presentano i coefBcienti del suo primo 
membro ordinato pe' fattoriali (x)n. Regola simile a quella 
di Cartesio che pnò dednrsene supponendo A =i 0. 

L'espressione di u^- mediante i fattoriali (x)„ non è altro 
che la formola (D) del signor Matbiea (N.A. 1856 pag. 4121, 
già data dal signor Desboves nello stesso giornale (1854, 
pag. 65), e compresa in una formola più generale di La- ' 



3vGoO(^lc 



place da lui rÌcordat».(JTÌ,p.71). La forinola u^^l— Au-')-" 
di cui fa aso il Matfaieu (1. e. p. 413} i la medesima che 
il Cauchj dimostrò nei Compie» rendus , tom. XIX , pag. 
1186 e notò col nnmero (11). Del resto si è veduto cbe 
occorre soltanto mutare il segno di h nella ordinaria ibr- 
noU d'ìnterpolacione. Parimesle la formola simbolica 



h-f(x,= [-Hi-A)~\'^ 



che il Signor Desboves crede nuova (I. e. p. 69), si deduce 
dalla I^agrangiana 

k'f'{x) = [ 1(1 ^ A) ]" 

col solo cambiare k in — A, supponendo anche Ax=—k. 

10. Si chiami r il numero delle variazioni perdute dalli 
serie (8) nel passaggio da x=a, Aj;= -~A ad 2=J3, Ax = Kt 
e sia « ■< L', ^ <; L. Sì perderanno m — r variazioni ue'dne 
passaggi da X = — L', Ax = — A ad xi^a, Az = — A, 
e da 2; = ^, Ax = A ad x = L, Ax 3= A, e non se ne per- 
deranno meno di m — /dajr = — L', Aar — — A ad 
x^«, Ax = A, eda3:=/9, Ax = — h ad x =:h , 
Ax = A , poiché per Ax = — A le Tarìazioni sono tante 
almeno quante per Ax = A , rimanendo eguale x. Il nu- 
mero delle radici comprese tra — L' ed a, e tra /3 ed L non 
eccederà le Tariaiioui perdute in questi iateriralU ; onde 
se « è i) nnmero di queste variaKioni perdute, e s quello 
delie radici comprese fra a e ^, si avrà v non <^ m — r, 
t non >■ r, e quando sì trovi <-+-«<;>», l'equazione pro- 
posta avrà certamente m — («-»- v ) radici imnaginarie , 
avendone sole s reali fra i liniti a e j3 , e oob più di v 
reali fuori di questi limili. 

Nel caso del teorema di Budau, si ha A=0, e v^m—r, 
talché quando » è <, r V equaiione deve contenere r — * 
cadici inunagiaarie che aggiunte alle a reali compiono il 
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numero r delle radici indicate fra i limili a e /3 , e che 
Foarier Romina de/tci>itti reUlivamettte a siffatti limiti. Pre- 
senta dunque un fantaggìo il teorema di Budan sopra quello 
del nam. 8 poiché io esso le Yariazioni perdute accasano 
sempre radici o reati o immaginarie'. 

li. Aggiungo alcune altre conseguenze del teorema di 
Budan. Se un valore x ^ g che non sia radice dell'equa- 
zione ^(2:) HI annulla una o più derivate di f{x) , e sia 
{^[x) la derivata che le segue immediatafflente e che non 
si annulla; preso un numero t infinitesimo positivo, si avrb 
-prossimamente 

f.-'(,=t,)=l=--'ll.f-(s) 

quindi tati derivale avranno tutte per x = y-^£ il mede- 
simo segno, eguale a quello di f'{g) , ma per x = g — t 
avranno segni alterni e l'ultima f"''{x] avrà segno contrario 
a quello di flg)', d'altra parte le funzioni che non ai an- 
nullano per X ^ g conserveranno per x = g-*- i il segno 
che hanno per x^g — t. Adunqae per contar le varia- 
tnì della serie M) nel caso ài x=xg — e si fa x^g e 
supplisce ai lermini nulli con segni alterni di cui l'ul- 
imo è contrario al segno del termine seguente, e nei caso 
=3 j' H- t si pone questo stesso segno in luogo di cia- 
ficnn termine nullo. Ciò si chiama da Fonrier regola Ali dop' 
pio segno, e riduceti t considerare per x^g — t il nu- 
mero mauimo e per x= g-*~iH numero minimo delle va- 
riazioni presentate dalla serie nel caso di x = g. Sia r la 
difereaZR di questi due numeri; l'equazione non avrà piii 
di t radici reali tra 9 — ee^-*-(, e poiché non ne ha 
veruna, conterrà invece fradici imma^narie. Cosi l'annuli- 
lamente di due o pjn termini della serie (4), e anche d'uo 
solo interposto a due d'ugual segno, manifesta la presenza 
,di radici immaginarie : per converso non vi ha coppia dì 
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r&dici immaginarie a cui non corrisponda alcuna di lali la- 
cune nella s«rìe, poiché se qualche variazione si perde senza 
che le corrisponda nna radice reale, deve annullarsi alcuna 
delle derivate , rimanendo iavariabili i segni se ninna di 
esse si annulla. E insieme si vede che alle radici immagi- 
narie della proposta corrispondono sempre radici reali d'una 
o più delle sue derivate 

Per X =3 0, i termini delta serie (4) divengono i coeffi- 
cienti dell'equazione f{x) = 0, e quindi fatto ^ = si giunge 
a parecchi teoremi noli {ìiouv. Ann. de lUatk., tom. V, pag. 
334-338). 

Se ^ è radice di f{x) =: 0, ma non di f{x) = 0, la pro- 
posta avrà questa sola radice traj — sey-t-e, e però 
vi saranno r — 1 radici immaginarie. Se infine si annul- 
lano anche le n derivate /*(j), /"(j), . . . f'{g), vi saranno 
n-*- \ radici eguali a y tra j — e e g -*~ i, e l'equazione 
avrà r — n — 1 radici immaginarie. 

12. Sìa r il numero delle variazioni perdute dalla serie (4| 
.fra i limiti a e j3, e r' il numero di quelle che perde fra 
gli stessi lìmiti la medesima serie quando si toglie il primo 
termine f{x): la differenza tra r ed r' sarà zero o 1 , se- 
condo che —- e 3^ avranno eguali od opposti segni. Ora 

se r equazione f{x) ^ ha > radici reali tra ce e j3 che 
rendono eguali i segni di {[x) e f'{x), l'equazione f{x) = Q 
perderà in prossimità di ciascuna di esse una coppia di ra- 
dici reali , e perciò acquisterà 2s radici immaginarie ; dì 
più, tanto l'una quanto l'altra equazione perderà due ra- 
dici reali per of^i lacuna simile nel resto della serie e acqui- 
sterà nn numero corrispondente di radici immaginarie che 
dinoterò con 2«'. Quindi fra i limiti a e /3 , la derivata 
f(x) = avrà 2** radici deficienti, r* — S** radici reali; e la 
propesta ({x) ^ avrà 2s -+- 2j' radici defieientiy r — 2* — 2*' 
radici reali. 
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Preso «5= — w, |9ì=:qo, sihar = »n, t' = tn — 1, e 
però ^V è il Damerò totale delle radici immagiaarie della 
derivata, 2s-i-2s' il numero totale delle radici immaginarie 
della proposta. Questa dunque ha tante coppie di radici im- 
maginarie quante ne ha la sua derivata, e di piò tante altre 
quante soqo le radici reati della derivata che rendono eguali 
i segni di f{x) e /"(x): teorema dell' Abb. Deguà. 

È facile vedere i cambiamenti da farsi nel caso in cui 
qualche radice reale della f{x) = rende nulla f'{x) o f{x). 

13. Sapposta g una quantità positiva, e fatto, come nel 
num. 3, F(x)= lx-g)f{x), chiamiamo v il numero minimo 
o effettivo dalle variazioni che' presentano i coefficienti del 
polinomio f{x) : quello cbe corrisponde al polimonio ¥{x) 
eccederà v d'un numero ìmpari 2* -+-1. Inoltre, preso un nu- 
mero positivo infinitesimo e, chiamiamo r il numero delle 
variazioni perdute dalla serie (5) nel passaggio da x = — t 
ad X = -i- £f e r' il numero di quelle eh' essa perde da 
X ^ — 00 ada! = — e: da « = -+-£ ad j; = <» la mede- 
sima serte perderà v-^2k -t-i variazioni poiché per x = -i- e 
si ottiene il numero minimo delle variazioni corrispondenti 
ad X ■=> 0, cioè « -4- 2A -i- 1, e per a = oo risaltano sole 
permanenze. Sarà quindi ti-i-2A-^-l-i-r-+-r' = ffl-i-l, 
onde m — r* — t) = r-^-2A. Ma l'equazione f{x) = 0, se non 
ha radici nulle, non avrà alcuna radice tra — le-*- s; di più 
essa non ne avrà più di t> tra ->- e e -<- oo , e Gnalmeute^ 
Ira — 00 e — e non ne avrà più dell'equazione ¥(x) ^ 
la quale non può averne più dì r': laonde l'equazione f{x) ==0 
avrà almeno m — r' — v radici immaginarie. Adunque il 
numero delle sue radici immaginarie è almeno r-^2k. 

Si noti cbe r è la differenza tra il numero massimo e il 
mtfli'mo delle variazioni presentate dal polinomio ¥{x). 

Questo teorema è più completo di quello che si trova nel 
tom. V degli Annali del Terquem, pag. 116 (V. anche, ivi 
pag. 2i2, e pag. 339 nota). 
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